UNA NOTA SULL’USO DI INTEGRALI DI EULERO DIVERGENTI
(A note on the use of Euler’s divergent integrals)
di Pasquale Cutolo

Premesse:
Vengono prese in esame numerose applicazioni pratiche per mostrare che gli integrali di

1 o0
Eulero di prima specie B(x,y) = IO t*'(1—1)"""dt , e di seconda specie I'(x) = J-O tledt, si

possono utilmente impiegare, per ottenere risultati concreti, anche quando sono divergenti, e
cio¢ quando x ed y non soddisfano le condizioni di convergenza Re(x)>0 e Re(y)>0.
Re(z) rappresenta la parte reale del complesso z

Abstract
In this work the author examines several applications to show that Eulerian integrals of the

first kind B(x,y) = Ll t*"'(1—t)""dt , and of the second kind I'(x)= J? t“"'e™'dt, can be used ,

to obtain correct results, also when they are not convergent, i.e. when x and y do not satisfy
the convergence conditions Re(x)>0 and Re(y)>0.
Re(z) denote the real part of the complex number z.

1.0.00. Intoduzione

E’ noto che la funzione Gamma I'(x) ¢ definita per qualsiasi x complesso, ad eccezione dei
I'(OCy)
'(x+y)
valori di x ed y per cui ¢ definito il numeratore della funzione Beta. Le funzioni Beta e
Gamma hanno due importanti rappresentazioni integrali, note, rispettivamente, come
integrale euleriano di prima specie

valori interi non positivi, e che la funzione Beta B(x,y)= ¢ definita per tutti i

F)r'(y)

1
a Bx,y)=|t""'(1-¢)""dt = 1
) (y) = e a-0 o) (1)
e integrale euleriano di seconda specie
b) I'(x) = j:tx’le”dt, )

che sono valide quando gli integrali sono convergenti, e cio¢ quando sono verificate le
condizioni

Re(x)>0 e Re(y)>0 3)
dove Re(z) indica la parte reale del numero complesso z, € solo la prima condizione della (3)
¢ necessaria per la (2).

Noi vogliamo mostrare, attraverso diverse e concrete applicazioni, che le espressioni (1) e
(2) si possono utilmente impiegare, per ottenere risultati corretti, anche quando sono
divergenti, e cio¢ quando x ed y non soddisfano le condizioni di convergenza (3).

Nelle applicazioni che seguono noi facciamo frequentemente uso della ben nota
“Relazione dei complementi”, definita da



rra-z = —=

“
sennz
valida in tutto il campo complesso, ad eccezione dei valori per cui senzz =0
Inoltre, indichiamo con @ e f numeri reali positivi, piccoli a piacere.

Nel presente studio noi prenderemo in considerazione le seguenti applicazioni:
2.1.01 Consideriamo I’espressione:
2 n K . . . .
C = Z i (-1)", con 0<m < n; m, n interi non negativi
K=0

Ponendo k = m — h, otteniamo:

e gl

=0 p—oa—>0i5

lim Z C(n+1-a)(-1)"

~ O 0 ATk it l-mtht f—a)

Applicando la (4), ricaviamo:

E(mt1-h- #) = T( B +hem )37 (1yion
T
1/ T(n+1+h-m+ B — ) = [ — B+m-n-h) senz(a — f) (1)
C(n+1-a)(a—n)=—"—(~1)"
senno

Pertanto, sviluppando i calcoli, utilizzando le ultime tre relazioni, e semplificando,
ricaviamo:

li - ul
C1 — (_l)m 1m Senﬂ-(a ﬂ) Z(_l)hjltﬂ_mHI_I (l_t)a—ﬂ+m—n—1—h dt
a—> -0 T P 0
1 ( —t )m+1
li — Y
_yr o senn(@=f) jlt”"”“ (A=) rmrtge 1=t quindi
a—>pf—->0 T 0 1
+7
1—-t¢
lim  senm(a—p) ¢ sm fme I e
C=_1m Ritad SR sVl tﬂmll_taﬂ+mndt__lm+l tﬁl_ta,b’nldt=
e ("= CORN(E) )
li -
=(-1)" i M[ T,+(-1)"T, ], avendo posto
a—> -0

T1 = J.Ol tﬁ*mfl (1 - [)U(*ﬁer*” dt ; T2 = J‘Ol tﬁ (1 _ t)afﬁ,,,,l dr

Ora, T _Tp-—mla=-f+m=n+l). T, _T(B+H (@~ p—n)
F(a-n+1) [(a+1-n)




Applicando la (4), ricaviamo:

2

p _senra r n-l-a) ___senma T(f+DI'(n-a)
- senzf senzw(a— )\ m—pf senw(a—pB) T(n+1+f-a)

Quindi  C, = i(g(—m _

_ lim senza (n—l—a)_ senza F(l+ﬁ)F(n—a)) _ (_1),,,("—1]’
a—>p—>0 senzff\m-pf 7 T(n+l+pf-a) m

formula perfettamente identica a quella riportata, a pag. 163, formula (5-16), del testo[1], e

quindi ¢ da ritenere valido il procedimento seguito.

Confrontando I’integrale 7, con la (1), rileviamo che Re(x)<0 e Re(y)<0, mentre I’integrale

T, presenta solo Re(y)<0

2.1.02 Consideriamo I’espressione:

C, = Z(Zj , N, intero non negativo. E’ lecito porre
K=0
= (n lim &(n—-«a lim & IF'n+l-a)
Cz:z(k}a—mz(k J:aaozr(kﬂ)r(nﬂ—a—k)
K=0 K=0 K=0

senzwa

Ricordando che 1/T'(n+1-a—k)= (=)*"T'(ax + k — n), ricaviamo:

lim senza

o (_1\k »
C2 _ (_l)nr(n_{_l_a)zgj‘o l,a+k—n—le—tdt:

a0 1 = k!
lim o
- ) T+ 1-e) [ 1 e dr
a—>0 =r« 0

Calcoliamo Pintegrale T = J':ta’”’le’”dt =(2t=y)= j: (%)'H*1 e % =2"“T(a—n)

Quindi, applicando la (4), abbiamo:
lim  senza

c, =KZ)(ZJ— ) T+ 1= )2 T =) =2"

a0

Notiamo subito che I’integrale T, confrontato con la (2), presenta Re(x)<0
Il procedimento seguito conduce, quindi, ad un valore concreto ben noto, e pertanto ¢ da
considerarsi valido.

2.1.03 Consideriamo I’espressione:
C, = Z[ij(—l)'{, con p>0, non intero.
K=0

Sviluppando i calcoli, otteniamo:



c :i C(p+D(-DH* :_senﬂpr(p_i_l)ir(k—p):

AT+ D)I(p+1-k) r ~
__sennp L kpt o, Senmp R SV
= F(p+1)I;)k!_Lt eldt = -— C(p+D| " e'edr=

= P rpy D[ at

T 0

; ’ * —p-l L p VR
Calcoliamo I’integrale T = J.O tPdt = Jot dt + Iot dt=T, +T,

1
Avendo posto p>0, I'integrale 7, = jo t77'dt risulta chiaramente divergente, ma se lo

riguardiamo come un intergrale di Eulero di prima specie, otteniamo:

T1 = Ilt‘l"l (1 —l‘)l_ldl‘ = w = _l
‘ Fd-p) p
L’integrale 7, = l, e quindi I’'integrale 7 =7, + T, = —l+l =0
p p p

Essendo p un numero non intero, senzp # 0, e quindi

C, = Z(i](—l)K =0, come era da aspettarsi.
K=0

Inoltre, possiamo calcolare I’integrale T ponendo ¢ = ; cosi facendo otteniamo:

-y
_IEplp) _ Tp) -7 1
1°(0) I'(+ p) sennp T'(0)

_ 0 -p-1 _ ! Yy -p-1 dy _ ! -p-11_ )\l
T=|t dt=[G=) l_y)z—joy (-y)"dy ,

(
1 .

=0,equindi C; =0.
0)

in quanto senzp # 0, e

T, rappresenta un integrale di Eulero di prima specie, con Re(x)<0
I1 procedimento seguito conduce ad un valore concreto ben noto, e pertanto ¢ da considerarsi
valido.

2.1.04 Consideriamo I’espressione:

C, = Z , con 0 <m < n; m,n, interi non negativi. E’ lecito porre:
=\t

lim & (m-a\n—-«a
C = =
Y a eo,;)(k j(k ]

_lim i I'm+1-a) F'n+l-a)
a->0Tk+D)I(m+1-a-k)T(k+DIM(n+1-a —k)
Sviluppando i calcoli, ed applicando la (4), ricaviamo:

li m
C4 _ 3 m (Senﬂ'a)z (_1)m+n ZJ‘; ta+[<—m—l (1 _ t)m—a dtj(:ua+K—n—l (1 _u)n—a du=
K=0

-0 /4



_lim (sen o

a—0

1_ (tu)m+l B
1—tu

2 m+n ! a-m—-1 m—o 1 a—n—1 n—-a
) (-1) jot (1—1) dzjou (1—u)"* du

lim  senza

= ( ) (=) (T, - T,), avendo posto
a—>0
1 aom- m-a U gen- n-a du
To=[ e =" de w1 —u) " —— =T, T,
tu)m+1
T tamll tmadt anllunad( :
I (=0 I (1= 1—tu
_ 1 a—-n—1 n-a dM
I R L
Calcoliamo I’integrale 7,, ;ponendo u = o otteniamo:
+z
0 z e 1 e l dZ - Za—n—l
B O A ) - dz:
0 1+z 420 2 (142 14z

1+z

. wooL.
ponendo z-tz=w, da cui z = PEPE ricaviamo:

a—-n—1 a—-n-1
T, =(1-0)"["Z—dw=(1-0)""U, essendo U = [ Z—dw
= 0 1+w 0 1T+w

Dai testi piu accreditati sappiamo che:

-1
I W ogw="" per O<Re(z)<l.
o 1+w sennz

Nel nostro caso Re(x) = a—n<0,sen>0, («,reale positivo, piccolo a piacere).
Noi dimostreremo, qui di seguito, che I’integrale U presenta il valore seguente:

anl

_J' il ="y
1+w sen;z(a—n) sena
a—n—1 a-n
Infatti, U = —d =[ 1 W) = [—dw- [ —dw=
O 1—w 0 1-—w
lwa—n—l 0 Wn+1 a dW 1 Wa—n 0 Wn—a dW
i e et e
1 ntl-a _ _ a-n-1 1 n—-a _ _ a-n
=J 4 5 i dw+_[ 4 v;/ dw
0 w =1 o0 I-w
Ponendo, w2 = y, otteniamo:
a-n_ n—a+l at—nJrl_1
yroyer oo lpy? -y’
- dv =
I R
1 n+l-a -n+1
- - _y ,
2[ ) ¥ )]



()

e

Ricordando la nota relazione:  W¥(1-z) — ¥(z) = wcotgm ®))
(Gauss. K. F., Werke, Bd. III. GOttingen 1876), abbiamo:

essendo W(z)=

U=l(7zcotg7zﬂ—7zcotg7zOt_n+1 = d S (-n"
2 2 senm(a—n) senrma
a-n-1
Quindi, abbiamo: U = [ 2 aw=—""_(—1)" (6)
o 1+w N ¥ 104

La formula (6) si presenta frequentemente nel calcolo di moltissimi integrali
Procedendo nel calcolo di 7; , otteniamo:

1 a—-m— m—a n-a 4 n
T=TyTy = [ (=0 di (=0 ——(-])") =
~( V4 ) (1) I'm+n+1-2a) (7)
sen o Tn+l-a)(m+1-a)’

-0
Non procediamo al calcolo di 7, in quanto risulta che:

lim m+n
Pertanto, (T2 (_pymen T, = [ ]
a m

lim (sen o

a—0
Infatti, riprendendo 1’espressione C, , possiamo porre:

T

lim  senrza ) L 5 U —du m+n
— _1 m+n ta m 1 _t n D!dt ua n 1 _ u n—-o —
Lo CED [ a=omedef w1 -u) —=

Risulta cosi giustificata la (7°)
Per m=n, otteniamo la ben nota formula:

n(n) (2n
C = =
Confrontando I’integrale 7, , che figura nella (7), con I’integrale (1), rileviamo che

Re(x)<0. Il procedimento seguito conduce, quindi, a formule note, e pertanto ¢ da ritenersi
valido.

) (=D)""T, =0 (7)

2.1.05 Consideriamo I’espressione:

n m n -1
C.= Z , con n<m; m,n interi non negativi. E’ lecito porre
=V



lim o (m-a\n-a)'
CS:a—)O,;)(k j(k j:
_ lim i I(m+1-a) ( I'n+l-a) )
a0 Tk+)I(m+1-a—k) T(k+DC(n+1—a—k)

Svolgendo i calcoli ed applicando la (4), ricaviamo:

lim — 2
1 r(m+1 a)ZI;ta+K_m_l(l_t)m_n_ldt:

Cy = (-1
I'm—-n)a—->0T(n+l-a) 5
1' — _ gntl
— (_l)n—m ; m Mj'lta—m—l (1 _t)mfn,l 1—¢ dt
IFm-n)a—->0T'(n+l-a)® 1—¢
n—-m 1 llm rm+1_a
=-D"" —— Q(Tl -T)
I'm-n)a—>0I'(n+l1-a) , dove

T1 — ‘tha—m—l (1 _ t)m—n—Z dt = F(a - M)F(m -—n-— l) ,

I'a—n-1)
1, = [yt = T & ;))r(m —n-1)
Applicando la (4), ricaviamo:
_ r(m —n- l)r(n + 2 B a) (_1)m+n+1 .

! [(m+1-a)

o im
_ I'(m—n-1) a2 —1)" I'(a)senra = rr); quindi:
INa)I'(m—n-a) senma a—

-1
L(min n+1 1 I'(m+1 n+1 m
Cs=> -~ + m+D ___ (7 -v.®
o\ k \k m—-n—-1 m-n—-1T(m-n)[(n+1) m—-n—-1\n+l1
Notiamo che gli integrali 7; e 7, rappresentano due integrali di Eulero di prima specie,

con Re(x)<0.

2

-1
n n n
Dalla (8), per m=n, otteniamo: C, = Z(kj(k] =n+1, come era da attendersi.
K=0

Dalla (8), per m=n+1, rileviamo che C, presenta la forma indeterminata % ,

ma |’espressione in esame presenta un valore finito.
Infatti, ponendo nella (8) m=n+1+q, otteniamo:

lim +1+ lim
_ n+l [n qj—1)=(n+l) Dq(
q—>0 g qg—0

n+1
n+l+q) (n+l+q@)n+l+g-1..(n+1+g—n—-1+1)
(n+1)!

5,2

n+l+gq
n+1

Posto y(q)Z(
n+1



Prendendo il logaritmo naturale dei membri della precedente, e derivando rispetto ad q,
ricaviamo:

ACHNS S
y(gq) n+l+qg n+gq l+g¢q

-1

t(n+1 "
per m=n+l, ecioe: C;, :Z(z j(g :(n+1)2ﬁ
K=o K+

K=0

. Passando al limite per q— 0, abbiamo il valore di C,

o w2\ n)" 5
Dalla (8), per m=n+2, ricaviamo: C,, == =(n+1)
’ oo\ k k

o n+1
Per m<n, dalla (8) rileviamo: C;, = ——
Ton+l-m
Confrontando gli integrali 7, e 7, con la (1), osserviamo che Re(x)<0.
Le formule ricavate possono essere facilmente verificate, e pertanto il procedimento seguito

deve ritenersi valido.

2.1.06 Consideriamo I’espressione:

n+k )
= Z( j E’ lecito porre:

lim &(n+k-«a Iim & T(n+l+k-a)
R

a—>0K0 k CZ—)OK:O k!r(l’l-}-l—a)
I'n+1+k—a)'(a—n) senna
o k!

lim

NgE

=D"=

a0

>~
I

li L
— m ZJ. Zm+1< a(l t)a n—1 senﬂa( 1) dt =

a—> 0=
lim ml lim
_ 1 J.lt"’a(l—t)”’ il senﬂa( 1) -1 di = senﬂa( (T, -T,)
a— 0% —t a—0
essendo:
T, :ft"*“(l—t)“*"*zdpF(””‘“)r(“‘”‘l) __T+lme) 7y
0 '(0) I'2+n—-a)l'(0) senra
lim
ra, T STE e LOED G guanto T(07) = o0, T(07) = o
a—->0 7« I'(n+2)I'(0)

Calcoliamo I’integrale T,

T, :J.Olt”m“’“(l—t)“’"’zdt _ I'n+m+2-a)[(a—n-1) _ Ir'n+m+2-a) =« (-1

m! mI'(n+2—-a) senra
li +m+1
Quini; "™ S g Totmed) oo
a—0 m!'I"(n+2) m
+k +m+1
Pertanto: C, Z(n j_(n " j
o\ k m



Confrontando gli integrali 7, e 7, conla (1), risulta chiaro ed evidente che Re(y)<0

Il risultato ottenuto puo essere facilmente verificato, e pertanto il procedimento seguito deve
ritenersi valido.

2.1.07 Consideriamo I’espressione:

m —-n— k . . « .
C, = Z[ ] ,cons>m, n,s,m, interi non negativi
s—k
K=0

Posto m-k=h, ricaviamo:

n(—p—m+h lim ¢&(-n-m+h+a

h=0 S+h_m a—)()h:() S+h_m

(_ 1) s+n+l —

_ lim il“(—n—m+h+1+a)l“(s+n—a) senwa
a— 03 I'(s+1+h—m) T

lim  senza L
_ (_1)s+n+l ZIO ta+h—n—m (1 _ l,)s+n—l—a dt —
h=0

a—>0 «r«

lim senrza . L, 1=t
— _1 s+n+ ta*n*m l—t s+n—l-a dtz
e A

lim
N SENTE (_pysem (T, - T,), avendo posto
7

a0
T _Ilta—n—m(l_t)s+;1—2—adt_F(a+1_n_m)r(s+n_l_a) _ F(S+n_1_a) T -1 n+m+1
b (s—m-—1)! (s—m-DI'(n+m-«a) senna
(et psn2a g, L@—n+2)l(s+n-1-a) I'(s+n-l-a) =
L _'[Ot a-9 dt = s! - siT(n—1-a) sen;ra( D

lim +n-2
Quindi: senwa (_1)s+n+l T; — (_1)s+m s n ,
a—>0 7 n+m-—1

a—0 S

n(—n—k a[s+n=2 J[s+n=2 ,
Pertanto: C7=Z(S_k j=(—1)s (n+m_1]+(—l)( j (8)

li +n-2
m se;:;ra (—1)”””T2 :(_l)s_l(s n J

S

K=0 m-—n m

. m(—p—k m+n—2
Per s=m, dalla (8”) otteniamo che Z =(-D"

Confrontando gli integrali 7, ¢ 7, con la (1), risulta che Re(x)<O0.



10

I risultati ottenuti possono essere facilmente verificati, e quindi il procedimento seguito deve
ritenersi valido.

2.1.08 Consideriamo 1’espressione

2 (n+k\ 2k (-
C8:Z " =D , n>0, nintero. E’lecito porre:
“lor Nk Jk+1

8

Clim E(n+k-a)2k\(-D*  lim &Tn+l+k-a) 1 (-D°
_a—>OKZ=:‘)(2k j(k Jm_aao,é)l“(n+l—k—a)l“2(k+l) k+1
_ lim il“(n+1+k—a)l“(a—n) TFa+k-n(n+2-a) SenTa v
a—05  T(k+DI(a-n) Tk+2)r(n+2-a) =« ’

lim 1 SeNTTA oy~ (1 peke il 3, ' arK-n-1 -
C — tﬂ+ a l—t a—n dt ua+ n 1 _u n+ lldu —
’ a—>0n+1—a( Vi )KZ:‘)-[O -9 -[0 d-u)

lim
1 Sen”a)Z J.Oltn—a (1 _ t)a—n—l dt J'Olua—n—l (1 _ u)n+l—a du —

:a—>0n+1—a 1—tu
lim
= ! (semra)2 (T,))T,), avendo posto:
a—->0n+l-a =«
Tl _ J~l tn_a (1 _ t)a—n—l dt _ J'ltafn—l (1 _ t)ﬂ*ll L, ponendo t= L , abbiamO:
0 l—tu 9 l-u(l-1¢) I+y
a-n-1
T, = J. y—dy; ponendo y=(1-u)w, otteniamo:
O l+y—u
a—-n-1
L= (=) [ = — T (-1 (1 )™
O 14+w senma

a—-n-1

L’integrale : v1/461’W I’abbiamo gia incontrato in 2.1.04 , formula (6).
+w

Pertanto:

Cs

lim 1 Ssenma

1
= D" [ u*"du
a—>0n+l-a =« 1) '[0

. 1 —n— ~ . . .
u u \Y u
Per n>0, I’integrale , “du & certamente divergente, ma se lo consideriamo come un

integrale di Eulero di prima specie, otteniamo
1 - 1
J‘ ua—n—ldu — ‘rua—n—l (l _u)l—ldu — 1—‘(a }’l)r(l) —
0 0 INa—-n+1) a-n

Quindi, in definitiva, abbiamo:

cg=i(n+kj(2kJ(_l)K_ oL serma Ly, L

2%k Nk Jk+1 a—=O0n+l-a =x a-n

10
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Lo stesso risultato lo ritroviamo nel testo [1], a pag. 179-180, e pertanto ¢ da ritenersi valido
il procedimento seguito.

2.1.09 Consideriamo I’espressione:

-m—k X o .. .
C, = z (—=1)", con s,m,n, interi non negativi, s> n. Posto n-k=h, abbiamo:
s—k

—-m+h—n b _ oy lim " (n\-m+h-n+a N
C Z( j(s+h— j(_l) =D a—> -0 hz_(;(h](s+h—n+ﬂ j( D

(1)”’"*"11m senﬁ(/f a)z (-1 ),1F(a+1+h—m—n)F(m+s+,B—a)
a—>p[—>0 I'(s+1+h+—n)

O

1i
C9 — (_1)n+m+s 1m Sel’lﬂ'(ﬂ z( j(_l)h-“oltowh—m—n (1 _t)m+s+ﬁ—a—1 dt , cioe

a—>pf—->0
li _
C9 — (_1)n+m+x m Sel’lﬂ'(ﬂ a) ‘[ Femen (l_t)m+s+ﬂfa71+n dt (9:)
a—>pf—->0 V4 0
Quindi:
li - —m—
C, = (~1)"™ m sent(f—a) Na+l-m—n)I'(m+n+s+f-a) : ciod:
a—> -0 Vg I'(s+1+ /)
C, = (1™ lim sent(f-a) 7« I(m+n+s+pB—a) ©")
’ a—>p—>0 Vg senta I'(s+1+ )[(m+n—a)
Ricordando che (-1)”(-1)? = ((-1)(-1))? =1, da cui (-1)” =(~1)"*, abbiamo:
_ in(a=p) _ ,~iz(a=p)
senm(a — ) _e — e_lm (-1, (9-a)
senwa e™ —e

per cui dalla (9°”) otteniamo:

C, - Z( J(Sink kj(_l)K:(_l)s(:’l+n+s—lJ

Confrontando I’integrale che figura nella (9°) con la (1), rileviamo che Re(x)<0
Operando sulla (9), perveniamo alla seguente relazione:
lim
C9 — (_1)s+1 Senﬂ-ﬂ jlta—m—n (1 _t)n—s—l—ﬁ (1 + 1 )n dt —
a—>p—->0 g b 1-¢

~ (=D*'lim senzp

j ZLat—m—n (1 _ t)ﬂ‘*l*ﬂ dt = (_l)sH lim sen ﬂ.ﬁ F((X —n—m+ l)r(—S B ﬁ) —
a—>p—>0 &

a—->p—->0 =« IMNa-p+1-m—n-ys)

11
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lim sennf sent(f—a) 7w Fm+n+s+f-a)
a—>pf—->0 =« sennfp  senma I'(n+m—a)(s+1+ f)

= (=

(m+n+s-—1 )
= (—1)“( j , avendo applicata la (9-a).
s

Osserviamo che 1’ultimo integrale contenuto nella precedente relazione, confrontato con la
(1), presenta Re(x)<0 e Re(y)<0.

-m—k _(m=k)(-m—-k-1)..(-m—-k—-s+k+1) (1) m+s—1
Poiche |s—k | (s—K)! = - ’
ricaviamo: C, = ;(Z](_I)K (—1)" % (:trks - 1]:(_1)32(2](:1:? - 1j _

m+n+s—1 L (nYm+s—1 m+n+s—1
=(-1)" , da cui Z =
s o\k \s—k s

Ritroviamo cosi la formula analoga riportata dal testo [1] a pag. 167, e quindi risultano validi
1 procedimenti seguiti.

2.1.10 Consideriamo I’espressione:

n—kY-m—k-2\" 1 o o
, con m,n, intert non negativi
(k+1D)(m+1+k)

Il simbolo 5} rappresenta il massimo numero intero non eccedente )

Ricordiamo che:

2l

2(n—k Sl 1elrdz L I-A1+4z

> F=+42) 2 ()" - (—)" |, (10)
K=0 k 2 2

(formula nota,vedasi testo [1] a pag. 200).
Integrando ambo i membri della (10), rispetto a z, tra 0 e x, abbiamo:

% n—k\ ¢, 1 _ 1 (1+\/1+4x)n+2+(1—\/1+4x),,+2_1 (11
—\k k+1 n+2 2 2

Ora ¢ lecito porre:

_ lim lin—iy-m-t-24a" 1 ~
_a—>0,§ k k+1 k+D)(m+1+k-a)

lim [ﬂ

10

a—> 0%

n—k 1 T(k+2)T(a—2k-2-m) _
ko )k+D)(m+1+k—-a) M(a—k—m—1) -

12
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lim E} n—k 1 U a2k-m-3 K+l
__a—>ogg[k j(k+1)-[0t A=od

Applicando la (11), e ponendo in essa x = ——, otteniamo:
t

I++1+4x -1 . 1-+1+4x 1

=—, e quindi:
2 t 2 t d
1 lim ¢ t—1 1
C - _ ZLuz—m—l n+2 +(= n+2 _1 dt —
. n+2a—>0j0 [( A }

1 hm n 1 a-m-n-3 n+2 1 a—-m-n-3 1 a-m-1
_—n+2a_>0[(—1) jot (1-1) dt+.|.0t dt—J.Ot }_
1 lim

=_n+2a _)0[(_1)HTI +T, _T3], avendo posto:

1 1 1
Tvl — '[0 ta—m—n—S (1 _ t)n+2 dt , T2 — ‘[Ota—n1—n—3dt , ]-13 — J.O ta—m—ldt

Gliintegrali 7, e T, presentano le stesse caratteristiche dell’integrale incontrato in
2.1.08, e quindi, nello stesso modo, li consideriamo come integrali di Eulero di prima specie,
ecioe: T, = I;t“’m’”’3 (1-0)""dt = Ma-m=n=-2)l'1) = !

INa-m-n-1) a-m—-n-—2
Na-mI'(d)
Ta-m+1) a-m
INa-m-n-2)I'(n+3) I'(m—a)l'(n+3)

1
T, = L "1 -0 dt = , mentre

1
T — ta—m—n—3 l—t n+2dt — _1 n-¢—1=
! Io -9 C(a+1-m) F(3+m+n—a)( )
n+l 1 2+m+n_a N . .
=(-)" —- . Quindi:
m—al\n+2

o __ L |(2xmn *11+ 1 1|1 m+yn+2)  p42
Y n+2(m m m+n+2 m _m(n+2) m m+n+2

Gliintegrale 7, , 7, e T, presentano Re(x)<0

Il risultato ottenuto puo essere facilmente verificato, e quindi il procedimento seguito deve
ritenersi valido.

2.1.11 Consideriamo I’espressione:

[2} n—=k 1 k—-m . . . .
C, = — ; con m,n,s, interl non negativi, € S=n
K=0 k k +1 N k
k—m cx[m+s—2k-1 _
Ora: =(-1) ; quindi:
s—k s—k

13
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c li n—k (G D (m+s-2k-1-a) . |
, cio¢
t a-»oKO k k+1 \s—k
n—k\-)"*  T(m+s-2k-a) _
k+1 T(s+1-k)(m—k- a)

im
lim
Cn =

a—)OKO k

SR

J

_ lim senza S n—k)(=)""" T(m+s=2k-a)[(+a+k-m)_
a0 o« =0 k+1 I'(s+1-k)
lim  senza H

n—k (_I)H”M 1 2K—a-1 K-
tm+5 o 1 _ t a+ m dt
(k J k+1 IO (=9

a—->0 7 &

1n -

lim (=" senza (1 s ST I el SV TESS R
tm+.§+ a 1 _ t a—m - n+ + _ n+ _ 1 dt —
a—>0 n+2 T J-O ( ) ( t ) (t)

hm (_1)s+m+1

a0 n+2

sk [(‘Dn T +T,-T, ], avendo posto:

I'm+s—-n-a)l(a-m+n+2)
I'(s+2) N

7‘1 — Ioltm+s—n—l—a (1 _ t)a—m—1+n+2 dt —

m+s—-n—a-—1 T i
= (-1
s+1 senzma

— — _ +5— _1 _1\m
T2 = J.Oltmﬂfnfafl (1 _ t)afmfl dt — F(m +s—n a)F(a m) — [m S—hn j 72-( 1)

I'(s—n) m senmwo
- - +s+1- —-nH"
7, = Iltm+s+l—a (=) dt = F(m+s+2-—a)l(@a—m) _(m+s a\z(-1)
’ ['(s+2) s+1 SenTa

D) | (m+s—n-1) (m+s—n-1) (m+s+1
Pertanto, C,, = + _
n+2 s+1 m m
B] —k k— ™| (m—1 +n+1
Per s=n, abbiamo: C, , :Z " L " =_( D m _|[mTn
=iV k+1\n—k n+2 |[\n+1 m

H —k k— -1 2
Per s=n+1, abbiamo: C|,, :Z " 1 " _ Dy +1- e
Too\k k+1\n+1-k n+2|\n+2 m

Confrontando gli integrali 7, 7, T, con la (1), rileviamo che Re(y)<O0, in tutti e tre.

I risultati ottenuti possono essere facilmente verificati, e quindi il procedimento seguito deve
ritenersi valido.

2.1.12 Consideriamo I’espressione:

14
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n—-k\ 1 (k—-m-1 ) ) ..
C, = , con m,n, 1interi non negativi, m>n.

~\k k+1\2k
. lim {5 n—-k) 1 (k—-m—-1-4
E’ lecito porre: C,, = S -
poa—>0 T\k k+1\ 2k -«
Coim Goeny Ctk=m=p) _
Boa—o05\k  Jk+1TQk+1-a)(a—B-m—k)

5l
A Lo

:,B—>a—>0 T o\k k+1

lim Senma

Applicando la (11) considerando che x=—-—, in modo analogo ai casi precedenti,otteniamo:
t

lim ~1 !
C, - senma 1 Iltaﬂ (1—1)™"h2 {(l_)"*z + ()" = l}dt =
poa—>0 =« n+2 0 t t
lim senna

1
= ——|(-D"T, +T, —T,|, avendo posto:
Boa—>0 x n+2[( I+ 3] P

_ 1 a-n-1,1 _ p\n—-m—f _
T, _joz (1—1)"" P dt = o

Ca-n)(n+1-m— ) Z(m—lJrﬁ—O!]senﬁ(,B—a) r

INa-p+1-m) senta  senmf

_ 1 a-n-1 1 _ ,\-m-p-2 _
Tz_J'Ot (1-1) dt = .

Da-nI(-m—-1-pB) (m+n+l+fB-a\senr(f-a) =
Ta-B-m-n-1)

Ta@+)C(m-1-8) (m+BY 1 senx(Bf-a)
INa-p+1-m) N1+« m+1+f  sennf

senz(f —a)

senntff  senwa

T, = [ -0y e =

Ricordando la (9-a) di 2.1.09, abbiamo: =(-1)“, e quindi:

senrf}

e O e A K

Gliintegrali 7, e 7, rappresentano integrali di Eulero di prima specie, con

Re(x)<0 e Re(y)<O0; I’integrale T, rappresenta un integrale di Eulero di prima specie con

Re(y)<0. La formula ottenuta puo essere facilmente verificata, e quindi il procedimento
seguito deve ritenersi valido.

Per ragioni di spazio omettiamo di riportare tanti altri casi concreti che forniscono
ulteriori conferme del fatto che gli integrali euleriani possono essere utilmente impiegati , per
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ottenere risultati concreti , anche quando sono divergenti, e cio¢ quando non sono verificate
le condizioni (3).

Desideriamo ringraziare vivamente il Prof. Filippo Aluffi Pentini per gli utilissimi
suggerimenti forniti
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