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Development of derivatives of order n (n positive integer) of the trigonometric

functions P(x) = Tan(x) and C(x) = Sec(x). Some remarks by

Pasquale Cutolo

Introduzione-

Con il presente studio 1’autore, utilizzando formule note, esamina lo sviluppo
delle derivate, di ordine (2n-1), e di ordine (2n), (n = 1,2,3,...), delle funzioni
trigonometriche P(x) = Tan(x), e C(x) = Sec(x), determinando le espressioni
che definiscono i coefficienti, in funzione di n, dei polinomi risultanti, ottenendo
formule complesse straordinarie ed inusuali. Alla fine viene aggiunta una

interessante applicazione.

Abstract :

In this report the author uses well known formulas to revisit the development

of the derivatives of order (2n-1) and (2n), (n = 1,2,3,...), of the trigonometric
functions P(x) = Tan(x) and C(x) = Sec(x).

The formulas for the functions of n giving the coefficients of the resulting
polynomial expansions are derived through unusual developments of impressive

complexity. In the conclusions an interesting application is presented.

A.0.0- Caso A — P(x) = Tan(x)
E’ nota la seguente relazione dei complementi:
/4
I'o)I'd-2) = , 0<z<l
(@1 -2) Sin(mz)

(A.0.0.01)



essendo, I'(z) = jo Ttle , Re(z) >0, la ben nota funzione di Eulero di seconda specie.

Ponendo, nella (A.0.0.01), z = % —x, (x reale), e prendendo il logaritmo naturale

di ambo i membri della (A.0.0.01), otteniamo:

In 1"(% —x)+In F(% +x) = Inz —In Cos(7x) (A.0.0.02)

Derivando, rispetto ad x, i due membri della (A.0.0.02), ricaviamo:

‘P(% +x)— ‘P(% —x) = nlan(nx), (A.0.0.03)
I"(x)

essendo W(x) = T’ e Tan(7x) ¢ la tangente trigonometrica di (7zx).

X

x—1
Ricordando che ¥(x) = jol %dt +7,(Ved. [1],9.541, pag. 1074), essendo
t —
y =0,5772156649 la costante di Eulero-Mascheroni, dalla (A.0.0.03) ricaviamo:

1t)(—l/Z _t—x—1/2 » - e—u(x—l/Z) _e—u(—x—l/Z) _M (e _ —MX)eu/Z
jo—t_l dt=(t=e")= —— du=|" =
=[ S 4 o an(ay, <t (A.0.0.04)
0 Sinh(u/ 2) 2
A.1.0- Derivata di ordine (2n-1) della funzione P(x) = Tan(x) .
Derivando, (2n-1) volte, la (A.0.0.04), rispetto ad X, troviamo:
2n-1 n
J' u . Cosh(ux) I = [ﬂTan(ﬂx)](zn_l) — ﬂznzah[T(ln(ﬂJC)]Zh
0 Sinh(u/?2) =0
-2z k —2mix(1+k) 1(2n-1)
=——.(-D'e ] (A.1.0.01)
I k>0
Non ¢ difficile verificare la relazione:
[#Tan(m)]*" " = xz”Zah[Tan(ﬂx)]” (A.1.0.02)
h=0
e la relazione [Tan(x)]*"™" = Zah [Tan(x)]*"

A.1.1 - Determinazione del termine noto a,del polinomio rappresentato

dallo sviluppo della funzione [Tan(x)]*"™" = Zah [Tan(x)]*"

Dalla (A.1.0.01) ricaviamo:

[#Tan(7x)]*" " = [ (1 _L)]@n H _ 275 [z (=1)F g 2+ (2o
+1 =0
-2 k . -1 —27ix(1+k)
=—=> (D' [2md+k)]" e : (A.1.1.01)
I >0



i =+/—1; sostituendo k a (1+k), abbiamo:

[ﬂTan(ﬂ:x)](z"‘“ = 22" 7[2" (_1)" z (_1)k k 2n—le—2m'xk
k=1

Ponendo, nella (A.1.0.01) e (A.1.1.02), x = 0, troviamo:
- u2n—l
du — 7Z.2na — 22n7z.2n _1 n _1 kk2n—l
jo Sinh(u/2) ’ = ;( :

Osserviamo che:

Z(_l)k an—l — Z(zk)Zn—l _Z(zk_l)Zn—l —

k=1 k=1 k=1
Z(zk)Zn—l _ [Z (2k _ 1)2)1—1 + Z(zk)Zn—l _ Z(Zk)Zn—l] —
k=1 k=1 k=1 k>1
=D KT =TT Y (20T =27 = DE(1-2n);
k=1 k=1 k=1
B
ricordando che {(1-2n)=— 22” ,e {(-2n)=0, (Ved.|l|, 9.541, pag. 1074),
n
troviamo che: »_ (=) k" = (2% —1)(—ﬁ)
n

k=1
essendo B,, il numero di Bernoulli di indice 2n, mentre {(s) € la funzione

Zeta di Riemann, definita da: {'(s) = Z%, Re(s) > 1
k>1
Sostituendo il risultato della (A.1.1.05) nella (A.1.1.03), otteniamo:
B
7Z.2na0 — 22117.[211 (_1)n—1 (2211 _1)ﬁ
2n

Ricordando, inoltre, che (-1)""'B,, =|B,,

, € semplificando, abbiamo:

B B
ao — 2211 (_1)11—1 (2211 _1)2_1: — 22n (2271 _1)| 2;:

che rappresenta I’espressione del termine noto, in funzione di n, del polinomio

Zah [Tan(x)]*", di grado 2n.

h=0
Osserviamo che, per n intero positivo, a, risulta sempre intero positivo;

poiché |an| ¢ dato dal rapporto di due numeri interi, indicando con p e q
B2n

un numero che ¢ un multiplo intero del numero intero q e di 2n.

detti numeri interi, (

=p/q), I’espressione (A.1.1.06) indica che a, rappresenta

(A.1.1.02)

(A.1.1.03)

(A.1.1.04)

(A.1.1.05)

(A.1.1.06)

L’espressione di a, possiamo ricavarla anche utilizzando la relazione (A.1.1.03), infatti:

2n-1
Jm—_ - du = 7%a, = ZImuz"_le_”/ZZe_”kdu = 22—(2’1 D _
0 Sinh(u/2) 0 = Ly
2
1

=2""MOopn-ny ——
( );(sz)z"

; ma,

1 B 1 1 1
z om 2n +z 2n 2n
oo (1+2k) >0 (1+2k) = (2k) = (2k)




1 1
) ) = A-27)(@n); A1.107
0 oo 6 2m) ( )

2 2n-1 ﬂ.Zn
(2n)!
(Ved. [1], 9.541, pag. 1074), otteniamo:

ricordando che: {(2n) = , (A.1.1.08)

|2n

22n—1 7[2}1

1
22—y ——— =22 u-1)11=-27"" B, |=7n"a,, A.1.1.09
( );mzm (2n—-1)!( ) o |B,, 0 ( )
B
da cui: a, = 2*"(2* —1)—| =
2n

La relazione (A.1.1.06) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
Riportiamo i valori di a,, per n variabile da 1 a 10.
n=12, 3 4,5 6, 7, 8, 9, 10
a, =1,2,16,272,7936, 353792, 22368256, 1903757312, 209865342976, 29088885112832
Dalla (A.1.1.09) ricaviamo:
z 1 _ (22n _1)7z_2n 5

- A.1.1.10
= 1+2k)™ 2(2n)! Bz, ( )

A.1.2. — Determinazione dell’espressione della Somma Za , » in funzione di n.
h=0

Utilizzando le relazioni (A.1.0.01) e (A.1.1.02), e ponendo, x = %, troviamo:

”anah — 22n7z.2n(_1)n2(_1)k an—le—Zﬂik/4 — 22n7z.2n (_1)n2(_1)k an—l(_i)k , CiOé:
h=0 k=1 k=1

Zah — 22n(_1)n2(i)kk2n—l — 22n(_1)n[2(_1)k(2k)2n—1 +Z(i)2k—l(2k_1)2n—l];

h=0 k=1 k=1 k=1

uguagliando le parti reali della precedente relazione, troviamo:

Ya, = 2D YD @

k=1

utilizzando la (A.1.1.04), o la (A.1.1.05), abbiamo:

u B
zah - 22n22n—l(_1)n(22n _1)5(1_2’1) - 24}1—1(_1)71—1(22}1 _1)& —
h=0 2n

B

=272 —1)|i, (A.12.01)
2n

La relazione (A.1.2.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Riportiamo 1 primi valori di Zah per n variabile da 1 a 10.
h=0
n=1,2, 3,456,789, 10
Zah =2,16,512, 34816, 4063232, 724566016, 183240753152, 62382319599616,
h=0

27507470234550272, 15250953398036463616



Dividendo il risultato della (A.1.2.01) con quello della (A.1.1.06), otteniamo:
QO ay)a, =2*" (A.1.2.02)

h=0

A.1.3 -Determinazione delle espressioni che definiscono, in funzione di n,

n
i coefficienti a, a, aj ...,a, dei termini del polinomio ) a, [Tan(x)]*"
h=0

Riprendiamo la formula indicata con (A.1.1.02)

[ATan(0)]* " = 7Y a, [Tan(mo)]™ = 2" 22 (=1)" D (D k> e ™ (A.1.3.01)
h=0 k=1
. . 1, 1+t
e poniamo Tan(7ztx) =t,dacui: 7x = ArcTan(t) = ?ln1 —,
1 —1t
che sostituita nella (A.1.3.01) fornisce:
n 1+ir
S = 22 (1Y (D ke e = 0ty 3y A (A.1.3.02)
h=0 =1 o1 1+t
derivando la (A.1.3.02), (2h) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:
1—it
a,(2h)! = [2*"(~1 Dk k2! 1%
2! =27 (=) Z( N o
lim 2&(2h
ora, [(1—in) (1+in 12 = Z( ][(1 i) 1% 1A +in) ] =
t— 03
—Z 21\ Tk +D(=)*" T(k+ (=)’ Z 2h Cyf Tk+D
['(k+1-2h+ j) I'(k) “o\J 'k+1-2h+ j)

:Z( , ]k(—l)”(k+j—l)(k+j—2)...(k+j—2h+1);
j=0\.J

ricordiamo che nello sviluppo delle derivate abbiamo utilizzate le formule seguenti:

D™ (a+bx)* = _e+D .. (a+bx)*™"; D" (a+bx)* = r("—J“ﬂ)(—b)" (a+bx)"™,
IN'a+1-n) I'(p)
(Ved. [5]);
inoltre, ricordiamo la ben nota relazione:
x(x-1)(x-2)...(x-n+1) = ZS(n,k)xk , (A.1.3.03)
k=0

dove i coefficienti s(n,k) rappresentano i numeri di Stirling di prima specie.
(Ved. [8])

2 (Zh} p . .
Pertanto: | " k(=D"(k+ j—D(k+ j—2)..(k + j—2h+1)=

j=0\J

:i(%h}( 1)’12 (2h—1,u)k+ j—1)" —i(Zh}( 1)h2fs 2h— lu)
j=0\J =0

/0.]

u P u-p
(=D
P

"=

S
\\—557—/ —_—

quindi: a,(2h)! = 2" (-1)" Y (- k> i( J( 1)’1 s(2h 1)) (”

k>l j=0



2h 2h 2h-1
=22"(—1)"<—1>”Z( . jZS(Zh—I,M)Z(L;j(j—D”"’Z(—l)"kz’””;

j=0 u=0 p20 k=1

sappiamo che {(-2n—2p)=0, [(n + p) intero > 0)], e quindi:

2h zh 2h—-1
a,(2h)! = 2*" (—1)n(—1)h2(]_ ]ZS(Zh—l,u)Z(Zp_J(j—1)“‘2P+IZ(_1)kk2n+2p—l;

u=0 p2l k>1

ricordiamo che:

B
Z(_l)k k2n+2p—l - (22n+2p —1);(1— 2n_2p) — (22n+2p _1)(_ 2n+2p ) :
= 2n+2p

quindi: a, (2h)! =

2h (9 h 201
=2 (=" (—D"Z( . st(Zh—l,u)Z(zp_J(j—l)“‘““(zz"”" -1

j=0 u=0 p=1

2n+2p

BZrH—Zp .

b

(A.1.3.04)

osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (A.1.3.04), al variare di j, u, p,

si presentano valori indeterminati (0°) . Per eliminare detti inconvenienti calcoliamo

I’espressione (A.1.3.04), perj=0, perj=1,eperj> 1.
Cosi operando, troviamo:

1) perj=0, i(jh}(—nh (k+ j=D(k+j=2)..(k+ j—2h+1)=
Jj=0
=(-D"k(k —1)(k—2)...(k—2h+1)=(—1)his(2h,u)k“ ;
u=0
[a,2R)1],,=2""(=1)" Y (=D)* k> (—l)his(Zh,u)k” =
k=1 u=0
=92 (-1)" (_Dh is(Zh,u)Z(—l)kkznﬂ_l:
0 k=1
h

=27 (=D"(=D" D s(2h,2u)Y (- k> =

u

u=0 k>1
I
=22 (=" (D" sQh2u)( ¥ ~1)C(1-2n—2u) =
u=0

22)‘[( l)n—l( l)h IZ (2/’1 2 )(22n+2u 1) B2n+2u
= - - s(2n,2u -1)—
u=0 2n + 21/{

. & (2h 0 . . .
2) perj=1,> J_ (1) k+ j=D(k+j=2)(k+ j—2h+1)=
j=0

2h-1

=

=

=2hk(=1)" (k)(k =1)...(k = 2h +2) = 2hk(-1)" ZS(Zh —-Lu)k";

a2, = 22" (=D)" D (=D k> 2hk(—1)"2fs(2h—1,u)k“:
k=1 - u=0
=22 ()" h(=D" Y sQh—1Lu)) (-1 k> =
u=0 k=1
=221 (=1)" h(-1)" Zh: s2h—12u—1)) (=D k>"**"; pertanto:
u=l1 k=1
a,(2h)! = 27" (=" (—1)”is(2h,2u)(22“2“ —1)—B iy
=0 2n+2u



+2%" (=1)" h(=1) Zs(Zh L2u =1 (=D k> +

k=1

22 u B
+22n 1 n—1 1 2h 1 u _1 u=2p+1 22n+2[7 _1 2n+2p .
=D""(=1) Z(} jz );(ZP_J(] ) )—2n+2p
In definitiva, ricaviamo:
a. = 22” (—l)n_l(—l)h[iS(Zh zu)(22n+2u_1) B2n+2u +
") R 2n+2u
h
B
+21) sQQh—12u —1)(2* " — )22
MZ:;‘ ( . )2n+2u
2h (D] 2h—1( )[(u+1)/2] u ol omame B2 2
+ _ s(2h—1Lu (j=D P ) 2 (A.1.3.05)
jz_;‘( ]MZ_(; ,,Z_:‘ (2[9—1} 2n+2p
Ponendo, h = 0, nella (A.1.3.05), ritroviamo la formula (A.1.1.06):
B
ciog: a,= 2% (2> —1)—| 2
n
Per h = n, ricaviamo:
a = 22n [is(zn zu)(22n+2u _ ) B2n+2u +
" (2 )= 2n+2u
B
+2n) s(2n—12u—1)(2**" —1) 22
; ( . )2n+2u
2n-1 )[(u+1)/2] u s B,
+ 2n—1,u i —1) 2 (22 — ) —=2 1=(2n-1)! (A.1.3.06
Z Z Z zp_lu )R )2n+2p] (2n-1)! ( )

Le relazmm (A.1.3.05) e (A.1.3.06) sono state verificate con un programma di matematica.

E’ straordinario verificare che un’espressione molto complessa, come quella di cui al 2° membro
della (A.1.3.06), risulta uguale a (2n-1)!

A.1.4 —Osserviamo che ponendo, x = %, nella (A.1.0.01), troviamo:

2n-1 n
u Cosh(u/4)du _ 752"2% ’ (A.1.4.01)
0 Sinh(u/?2) h=0

Sviluppando i calcoli, abbiamo:

r» u2”_1C0sh(u/4)d
0

U = J’O u2n—1(eu/4 +e—u/4)ze—u/2e—ukdu=

Sinh(u/?2) >0
:J-:Ze—ukMZn—l(e—u/4 +e Y dy = (2n_1)!z[ 1 1 N . 1 1=
k>= k=0 7+k 2n 7+k 2n
(4 ) (4 )
1 1 <
=2n-1H4*>" + ="y a,, A.1.4.02
Gn=b ;;[(1+4k)2” (3+4k)2”] ,;) " ( )

da cui , tenendo presente la (A.1.2.01), ricaviamo:

1 1 7z.2n
B 2™ -1[B A14.03
;[(1+4k)2" * (3+4k)2"] 2(2,1)!( )|B., ( )




Inoltre, dalla (A.1.4.01) otteniamo:

2n-1 2n-1
J':u COSh(u/4)du _ J’O‘” u du = J-:MZn—lze—u/4e—uk/2du _

Sinh(u/2) 2Sinh(ul4) &

z (1" DL -y

— =7 3 a, , da cui:
=LA S 1+ 2k)™ Z !
4 2

1 _ 7[211
S(1+26)"  2(2n)!

2n 1)|B2n

che ¢ perfettamente identica alla (A.1.1.10).

Dal confronto tra la (A.1.4.04) e la (A.1.4.03), troviamo, com’era naturale, che:

1 1 1
z 2n = [ 2n + 2n]
= (1+2k) 0o (1+4k) (3+4k)

A.1.5 — Considerando il caso generale fornito dalla (A.1.0.01), abbiamo:

< 1" Cosh(ux)
[ Coshtun)
0 Sinh(u/?2) =0 k1

Dall’integrale del 1° membro della (A.1.5.01), ricaviamo:

» "' Cosh(ux) 0
— 2n-1 ux —ux —ul/2 —uk —
J.O ——————du .[ u"(e™ +e )Ze e “du

Sinh(u/?2) 0 0
:(2n—1)!z>:[ : ! - + ! 2n]: ﬁz"iah[Tan(ﬂx)]Zh
20 (= —x+k) (=+x+k) h=0
2 2
da cui: z ! + ! ] = 7" Za [Tan(m)]™"
Qun-n<=

1
k20 x+k)*" (C+x+k)™
(2 ) (2 )

ricordiamo che a, = (2n-1)!;

dalla (1.5.02), per x = 0, ritroviamo la formula:

1 B
22n+l 2m—1)! — 7Z.2na — 7.[2n 22n 22n -1 2n
Cr D i e,

b

— ”anah[Tan(m)]Zh — 22nﬂ.2n(_l)nZ(_l)kan—le—Zm'xk :

W<t
2

(A.1.4.04)

(A.1.4.05)

(A.1.5.01)

(A.1.5.02)

(A.1.5.03)

(A.1.5.04)



z 1 _ (22n _1)7.[211 |B
(14 2k)™" 2(2n)! o

cioe:

(A.1.5.05)

identica alla (A.1.1.10).
Per x = Y4, ritroviamo la formula (A.1.4.03)).

Dall’ultimo membro della (A.1.5.01), ricaviamo:

2n .2n 2n1 =2 mixk 2n .2n 2n-1 —2
27 (-)" D (D k =277 (=)" D (D k Z( ’”’Ck)

k=1 k=1 h=0

7[2n( " Z( 2711)6) Z( 1) f 2 22n7z.2n( " ZMZ(_Dkan—th;

h=0 h! k=1 h=0 (Zh)' k=1

ricordiamo che Z(—l)" k¥ = 0;

k=1

tenendo presente la (A.1.1.05), troviamo:

) (- 27" =1)B,, .,

22n7z.2n (_l)n Z(_l)k an—le—Zﬂixk =22n 71.211 (_1)n—1 z (2

, € quindi:
k>l h>0 (2]’1)‘ 2n+2h
2h 22n+2h _1 B
@n=D13 [ 1 + 1 1=2""7"y (2’2""}?| ( > )2|h2"+2h| ., (A.15.06)
B0 (——x+k)" (C+x+k) w0 (2h)! n
2 2
Dalla (A.1.5.06), ricaviamo:
z[ 1 " 1 1= 2 2 Z (2mx)*" (22 — 1)|an+2h| _
k>0 (1_x+k)2n (l_'_ x+k)2 (2n 1) h>0 (2h)' 2n+2h
2 2
2n
a, [Tan(7x A.1.5.07
= i Z o[Tan(mo)) ( )
che, per x =0, fornisce la (A.1.5.04), e per x = %4, fornisce:
VNN SRS B R S (G eSS
= (1+4k)*"  (B+4k)™ 2" 2n-DIZ (2h)! 2n+2h
71.211
= (2" -1)B A.1.5.08
2m) )B,, ( )



A.2.0- Derivata di ordine (2n) della funzione P(x) = Tan(x)

Derivando la (A.0.0.04), (2n) volte, rispetto ad x, troviamo:

1" Sinh(ux) 2n)
— =~ du = #lTan(7x =
-[0 Sinh(u/?2) u = mlanm)]
=S b [Tan(m)™ = 253 (<)) (<20) " ke 2 (A2.0.01)
h=0 k=1

Non e difficile verificare la relazione

ﬂ-[Tan(mC)]@n):ﬂ.ZnH ibh [Tan(ﬂx)]Zlﬁ—l ’

h=0

e la relazione [Tan(x)]?" = th [Tan(x)]*""
h=0

A.2.1- Determinazione del coefficiente 5, del polinomio rappresentato

dallo sviluppo della funzione [Tan(x)]*" = th [Tan(x)]*""

h=0
Operando sulla (A.2.0.01), abbiamo:
1" Sinh(ux) 2
— " du = "dTan(m)]™" =
.[0 Sinh(u/?2) ATan(z)]
n 2n+1 _1\" )
:ﬂ.2n+lzbh[Tan(ﬂx)]2h+l — (27[) . ( 1) z(_l)kane—mek (A.2.1.01)
h=0 k=1

Ponendo, nella (A.2.1.01), Tan(7zx) =t, da cui 7zx = ArcTan(t) , otteniamo:

u> Sinh[% ArcTan(t)]
> T

du= > 3 b, t*""! A.2.1.02
0 Sinh(u/?2) ,Z;‘ " ( )

Derivando la precedente (A.2.1.02), rispetto a (t), e ponendo dopo, t = 0, troviamo:
. u
Hm uz”Slnh[;ArcTan(t)] | e g2

D,| du=— [ ————du= 7£*""'b,, da cui:
0 Sinh(u/?2) 7% Sinh(u/?2)

t—0

2043
%L“uznﬂe—u/zze—ukdu = gz 2n+1)! =2 (2n+1)!2 1

k>0 T k>0 (1 + k)2n+2 T k>0 (1 + 2k)2n+2 D)
2
applicando la (A.1.1.07), troviamo: Z% =[1-2"%"21{(2n+2), e quindi:
iso (1+2k)™
2n+3 | |
b, = w[l -2 2n+2) = M(zzn+2 -DERn+2);
.4 4

2n+l .2n+2
27"

ma: m+2="—"__|B
6 ) (2n+2)!| a2

, € pertanto:

22n+1

b, = 222 _ 1B A.2.1.03
0= +1( )I Ml ( )

La relazione (A.2.1.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
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Riportiamo 1 primi valori di b, per n variabile da 1 a 10.

n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

b,=2,16,272,7936, 353792, 22368256, 1903757312, 209865342476,
29088885112832, 4951498053124096

A.2.2 -Determinazione dell’espressione della Somma th , in funzione di n.
h=0

Utilizzando la relazione (A.2.1.01), e ponendo, x = Y, troviamo:

wuz"Sinh(u/4) o (27:)2"“( D" 2

W ST jy = g2y p, = 2 T DF k2 (=i A2.2.01
L Sinh(u/?2) Z i ;( y i ( :
da cui;

22n+1

l(_l)n z(i)kan , ma Z(l)kan — Z(_l)k(zk)Zn +Z(i)2k—1(2k_1)2n .

k=1 k=1 k=1 k=1

2.bi=

quindi: Zb _&[Z( D 26>+ ()* 2k -D™ 1.

k=1 k=1
Dalla precedente uguagliando le parti reali, ricaviamo:
2n+l
Zb 2ent DO 2k -1 = 22 (=D)" Y (=1)* (2k - D*; inoltre,
i k>l k>1
DD RE-DT = (=D A-2k)" = Y (-D* Z( ](—Zk)":
k=1 k=1 k=1 h=0
=> (-D* +Z( ](—2>h2<—1>kk’1;
k=1 h>1 k=1
poiché > (=Dt :—% , (Ved. [4], pag.2) (A.2.2.02)

k=1

e ricordando che: {(-2h) =0, (h=1,2,3...,n), otteniamo:

> (=D 2k -1) :—5+Z(2h J( 2"y (=D k"

k=1 h>1 k>1

Ricordando la (A.1.1.05), abbiamo :
B
_lka_l 2n=___ 22h122h 1 2/1;
D> (=D( ) 5 ,M(Zh J( ) )_Zh

k=1

. (2n j 1 1 (2n+1j
osserviamo che: —= ; pertanto:

2h—1)2h 2n+1\2h
1 1 2n+1

-D*Qk-D" = —— 44— -2)*"2*" - 1B, , A.2.2.03
;( ) (2k —1) : Z(ZHH);(% j( ) ( )B,, ( )
e quindi:

n 1 n (2n+1

b, = 2" (-1)"" [—— 222 B, —1 A2.2.04
Z (-1) [2n+1;(2h ] 2" =DB,, ~1] ( )

La relazione (A.2.2.04) ¢ stata verificata con un programma di matematica.
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Riportiamo 1 primi valori di th per n variabile da 1 a 10.
h=0

n=1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10
th =4, 80, 3904, 354560, 51733504, 11070525440, 3266330312704,

h=0

1270842139934720, 630424777638805504, 388362339077351014400

A.2.3 - Determinazione delle espressioni che definiscono, in funzione di n,

i coefficienti b,,b,,b,.,...,b, dei termini del polinomio »_b, [Tan(x)]*""

h=0

1+t .
, otteniamo:
1—it’

Ponendo, nella (A.2.1.01), Tan(zx) =t, da cui zx = ArcTan(t)—z—ln

1+it

2n+1zb 2 Q2r)*" (-1)" z( D ke o —
i

k=1

(27:)”“( D" o
- 1 ; A.2.3.01
l D (-Dk +lt) ; (A.2.3.01)

o1 1
derivando la (A.2.3.01), (2h+1) volte, rispetto a t, e ponendo dopo, t = 0, abbiamo:

2n+lb (h+1)! = (2ﬂ') (=" Z( 1) an( ) ](2h+1)
I

=1 1+

1 2h+1
ora, [(1=in* (1+in 12" = 1 Z(Z,h+1][(1—it)k](2h+l_j)[(1+it)_k](‘i)=

_t—>0j:0 J

CRE(2h+1) Tk + D))" Tk + (=)’
~| j C(k+1-2h—-1+j)  T(k)
w(2h +1 1 T(k +
) B O e
\J L(k+ j—2h)
20412k 4+ ] ) . . . .
=> ; (D" (=Dk(k+ j=D(k + j=2)..(k + j—2h) =
j=0
2h+1 2h+1 2h
= =D kY sQhu)(k+ j-1)" =
j=0 J u=0
2h+1 2h+1 2h u
=N (—1)’1(—i)k2s(2h,u)z(”}P(] 1)""”; pertanto:
j=0\.J u=0 p=0\ P
b, 2h+1)! =
22n+l

241D + 2h
l( D" z( 1y k2 Z(] j( D' (- l)kZS(Zh u)Zl(p}kp(j—l)u_p=

k=1 j=0 p=0

2041721 4+ 1
_22n+1( 1)n1( l)hz(J + Jz (2h M)Z( J] l)u—pz(_l)kk2n+p+1:

k=1
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2h+1 2h+1 2h [ul2] u
— 22n+1 (_1)n—l (_l)h Z( . Jz S(2h,u) z ) J(‘] _ 1)u—2p Z(_l)k k2n+2P+l —
j=0\J p

u=0 p=0 k=1

2h+1 2h +1 2h [u/2] u B
— 22n+1 (_1)n+h ( . j S(Zh, u) ( (] _ 1)u—2p (2 2n+2p+2 _ 1) 2n+2p+2 .
JZ_(; Jj HZ:(; pz_(:) 2p 2n+2p+2

Anche qui, osserviamo che nello sviluppo della relazione precedente (A.2.3.02),
al variare di j, u, p, si presentano valori indeterminati 0°).
Per eliminare detti inconvenienti calcoliamo 1I’espressione precedente

perj=0, perj=1,e perj> 1. Cosi operando, troviamo:
2h+1

. h+1 By s . . .
1) perj=0, Z(. ](—1)’(—z)k(k+]—1)(k+]—2)...(k+]—2h):

= (=1)" (=i)k(k —=1)(k = 2)...(k —2h) = (=1)" (—i)zils(Zh +1,u)k"

2h+1

[b, 2+ 1)!]j:0=[LWZ(—1)kk2" =D"(=D)) sh+1,uk" =
l

k=1 u=0

2h+1
:22n+1 (_l)n—l (_1)/1 ZS(Zh +1’u) Z(_l)karH—u —

u=0 k=1

h

— 22n+1 (_l)n—l (_1)/1 Z s(zh + 1’2u + 1) Z (_1)k k2n+2u+l —

u=0 k=1
— 22n+l (_l)n (_1)11 is(zh + 1 2” + 1)(22n+2u+2 _ 1) BZn+2u+2

par ’ 2n+2u+2
. [ 2h+1 he o . : :
2) perj=1, Z ) D"(=Dkk+j-D(k+ j—2).. (k+ j—2h)=

J=0

=Qh+D)(=D"(=D)k(k)(k =1)....(k +1=2h) = 2h+1)(-1)" (—i)ki sQh,u)k"

[b, 2R+D!] = LWZ(—DW" (2h+1)(—1)”(—i)kis(2h,u)k“:
‘ l k=1 u=0
:22n+1 (_l)n—l (2h+1)(_1)/1iS(Zh’u)z(_l)kanH-m —

=22 )™ 2R+ 1) (= 1) Zh: s(2h,2u)z (—1)F &2+ =

u=0 k=1

h
B
=22n+1 _1 n 2h+1 _1 h s 2h,2u 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 :
(=D"( =D s( X )—2n+2u+2

u=0

Pertanto, ricaviamo:

h
B
b, Qh+D1=2"""(=D)"(=D"Y s(2h+1,2u + 1)(Q*"*** — ) —2nt2u2 4
& : Creb Z:(; ( X )2n+2u+2

13
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h
B
+22n+1 _1 n 2h+1 _1 h B 2h,2u 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 +
(=D"( )(=1) ZO ( ) )—2n+2u+2

2h+1 2h +1 2h [u/2] u B
+ 22n+1 (_1)n+h ( . j S(Zh,u) ( j(‘] _ 1)1,{—2[7 (22n+2p+2 _ 1) 2n+2 p+2 ,
JZ_; J MZ:(; ; 2p 2n+2p+2

2n+1

dacui: b,=

h

B
_1 n _1 h s 2h+1,2u+1 22n+2u+2 _1 2n+2u+2 +
(2h+1)!( "= [Z; ( X ot 2ut2

h
B
+(2h+1)§ $(2h2u)(22" 22 ) a2
u=0

2n+2u+2
2h+1 2h +1 2h [u/2] u an+2 -
+ , s(2h,u) ( j( DA ) (A.2.3.03)
,Z;‘(J jzé ; 2p 2n+2p+2
22n+1

Per h = 0, ritroviamo la formula(A.2.1.03): b, = (2*"** =1)[B,,,,

n+1
Per h = n, ricaviamo:

22n+1 n

B
= [Z S(2n + 1,2M + 1)(22n+2u+2 _ 1)% + N
Cn+D!3 2n+2u+2

y B
+2n+1 s(2n,2u p2m+2us2 1y Ponsuvy
( ); ( . ) 2n+2u+2

+2"ZH(ZH+IE @ )lﬂu j“ 1@ D oy (A23.04)
. s(en,u J— - =(<n). 2.0.
o\J s —\2p 2n+2p+2

Le relazioni (A.2.3.03) e (a.2.3.04) sono state verificate con un programma di matematica.

E’ straordinario verificare che un’espressione molto complessa, come quella di cui al 2° membro
della (A.2.3.04), risulta uguale a (2n)!

A.2.4 — Consideriamo la relazione (A.2.1.01),

< u”" Sinh(ux) _ m
) Sinh(u/2) 4 = AlLanzol™ =

n 2 2n+1 _1 n )
=n.2n+1zbh [Tan(ﬂ:x)]”“ — ( 75) ‘ ( ) Z(_l)k a+ k)Zne—me(Hk) :
h=0 l k20
ponendo, in detta relazione, x = 0, otteniamo:

D (=D A+k)* =0; (A2.4.01)

k=0
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2 2
2 DA+ = 1+Z(—1)kz(hn}h =142 (" +Z(hnj2(—1)kkh ~0;

k=0 k=1 hzo k=1 h=1 k=1

per la (A.2.2.02), Z(—l)" = —%; e {(-2h)=0, (h=1,2,3,...); pertanto:

k=1

2
Z(—l)k(1+k)2n — l+ 2(22_1JZ(_1)k 2! :

k>0 2 h>1 k=1
per la (A.1.1.05), otteniamo:

1 2 2h B2h
> (D A+ = 5+Z(22_J @ -1 =0

k>0 h>1
. 2n 1 1 2n+1
ricordando che: - =
2h—1)2h 2n+1\2h

1 1 2n+1) _,, )
—- > (2" ~1)B,, =0, da cui:
2 2n+14\2h

j , troviamo:

2 &(2n+1) .
2n+lZ o 2™ -1B,, =1 (A.2.4.02)
h=1

La formula (A.2.4.02) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

A.2.5 - Ponendo nella relazione (A.2.1.01), x = %4, troviamo:

1" Sinh(u ! 4) - 27)*"" (=1)" oa
— =" du = x[Tan(m)]*™, = —DF A+ k)2 2RO
! Sinh(u/2) Fan(mleni i ;( o
J-muaninh(u/él)du _ J‘°° u’ Iy = J“"’uzne—umz(_l)ke—uk/zdu _
0 Sinh(u/2) 0 2Cosh(ul/4) 0 =0
:z(_l)k (2”)! — 42n+l (2”)'2 (_l)k .
€20 (l n &)2n+1 o (1+ 2k)*!
4 2
_ 2n+l _1\" )
(2”) ‘ ( 1) z(_l)k(1+ k)2ﬂg—2ﬂ1(l+k)/4 =22n+l ﬂ.2n+l (_1)71 Z(l)k (1 + k)Zn —
l k=0 k20

— 2+l g 2n+l (_Dn[z(_l)k 1+ 2k)>" +Z(l-)2k—l(2k)2n]=42n+l (2n)!Z (=1

k=0 = & A+2k)
uguagliando le parti reali, troviamo:

k n
42n+l (2n)|z ( 1) — — 7z2n+1 th — 22n+1 7Z.2n+1 (_1)n Z(_l)k (1 + 2k)2n :
izo (1+2k) h=0 k=0

2 2
S (=Dt (1+26) :1+Z(—1)kz(h"J(zk)h:HZ(—nk +z(h"J2hZ(—1)kkh :

k=0 k=1 h=0 k=1 h=1 k=1

perla (A.2.2.02), e ricordando che {'(-2h) =0, (h=1,2,3,...), otteniamo:
1 2n
_1 k 1+2k 2n = —4 22/1—1 _1 kah—l -

k=0 h=1 k=1
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2n+1
:l_ 1 z n 22h (22h _1)BZh ; (A2501)
2 2(2n+1) 2h

h>1

(D" z
uindi: 4°""'(2n)! _ED iy,
q g (1 2k)2n+1 ; h

1 1 2n+1
22n+l 2n+1 1 n-te_ -, = 22/1 22/1 _1 B ;Cioé:
U 2 2(2n+1)hz>1:(2h j ( )82,
-1" =t 2n+1
Z:(1szic))2"“ ) 22"+2((2n)+1)v 3|5 et 0By -@ut] (A2.5.02)
k>0 - h=l

Osserviamo che:

(=1) 1 1
z i z 2l gl
oo (14+2k) o0 (1+4k) (3+4k)
La formula (A.2.5.02) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

A.2.6. — Consideriamo il caso generale fornito dalla relazione (A.2.1.01)

”uaninh(ux) _(27[)2n+1(_1)n o
—————du = #[Tan(7x @m — -1 k 1+ k Zne 27ix(1+k)
J Sinh(u/2) = MTan(m)] l- D =DFA+K)

k=0
Sviluppando abbiamo:

J-O u? Smh(ux) _.[ W (e _e—ux)e—M/ZZe—uxdu _

Sinh(u/?2) =~
=23 ! - ! 1 =2 b, [Tan(0)]* (A.2.6.01)
k>0 (E — x4+ k)2n+1 (E +x+ k)ZVH—l h=0

Inoltre:
2n+1 n
(27) . (=D Z(_l)kane—Zm'xk _
l k=1
2n+1
_ODTTEN 5 gy gy G207 (A2.6.02)
l k>l h20 h!
per x reale, I’'ultimo membro della (A.2.6.02) ¢ reale solamente per h dispari; quindi:

2h-1 k2h—1

i 20l Q2r)* (-)" kg 2n (—2mix)
Zb [Tan(0]™" = == Z( D'k Z 2n!

2n+l n 2 2 _1 " k 2n+2h-1
- Qo)™ (-1) Z%Z(—D (k)2 =

- (2”’) 2n+l (_l)n—l Z (zm) 2 (_1)h (22n+2h - 1)BZn+2h
= (2h=1)! 2n+2h
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Pertanto: (2n)!) [ ! _ 1 1= 7Z2"+1Zn:bh[Tan(x)]2"“ _

1
k=0 7_x+k 2n+l *+x+k 2n+1 h=0
(2 ) (2 )

sl - 2 2h-1 -1 h 22n+2h -1 B2n+2h
_ iy 3 2R D" )

A.2.6.03
= (2h=1! 2n+2h ( )

1 1 n
Per, x =, troviamo: (2n)4>"*" [ _ 1= 2213 =
( ; (1+4k)2n+l (3+4k)2n+1 hZ:(; h

=2x)*"! Z (z/2)™" @ - 1)|BZn+zh|

A.2.6.04
= (2h=1)! 2n+2h ( )

2n+1 n

da cui: Y ! ! 1=> =1 =7 b, =

kz()[(1+4k)2n+l - (3+4k)2n+1 = (1+ 2k)2n+l (2n)!42n+1 o

Qo™ z(mzf“ (22" —1)|B, 0]
(2n)!42”+1 = (2h—-1)! 2n+2h

(A.2.6.05)

Dalla (A.2.6.04), otteniamo:

2n+l 2h-1 22n+2h -DIB n
27 S @) WBaal _ <, (A2.6.06)
Qn)4* < (2h-1)! 2n+2h pur

B.0.0 — Caso B - C(x) = Sec(x)
Utilizzando la seguente relazione dei complementi:

/4

I'(Ird-z)= Sin(z)

O<zx<l

1 )
e ponendo, z= 5 —x, (x, reale), otteniamo:

T
Cos(mx)’

o<t (B.0.0.01)

1.1
I'(x+ E)F(E —-Xx)= 5

1.1 . e o dt
Ol'a, F(x+_)l—\(__x): jt 1+1/2(1_t) 1+1/2dt=-[ t 1+1/2_= (t:eu)=
2 2 0 0 1+¢
o e e"du o e"du o e "du
=j e (x=1+1/2) — j e (x=1+1/2) . +J’ e (x=141/2) -
0 1+e 0 1+e

oo 1+e"
o0 du o _ du
J’ eu(x+1/2) : +j e u(x+1/2) -
0 I+e" 70 I+e
© du o . du
= e ul2 —ul2 + e ul2 —ul2 =
0 e'""+e 0 e''“+e

r' Cosh(ux) V1 | |

<% (B.0.0.02)

du= 7nSec(7ntx) = ,
0 Cosh(ul/?2) Cos(mx)
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B.1.1- Derivando, (2n-1) volte, rispetto ad x, la relazione (B.0.0.02), otteniamo:

j zn lSlnh(MX) V4 (2n-1) |X| <l (Bll()l)
0 Cosh(ul2) " Cos(x) ’ 2’
Dalla (B.1.1.01), passando al limite, per x — 0, abbiamo:
lim e y?'Si
.[ Lﬂh(ux)du = L izz’g_l) = 0; cioe:
x— 0% Cosh(ul/?2) Cos(7x)
(2n 1) _ — 27.[ t7zx(1+2k) (2n 1) _ 27[ lﬂ' 2n-1 1+2k 2n— 1
[—Cos(m) [é( )e Z( ) (—im)> T (1+2k)
da cui: D (-D*(1+2k)*" =0; (B.1.1.02)
k>0

ora, > (=D*(1+2)*" =1+ Y (=D A+20)>" =1+ Y (-1 221( 1}(2/&:

k=0 k=1 k=1

=1+ Y D+ 3 1 221(2" 1](2/() _1—%+2" 1(2" ljth(—l)kkh:

k=1 k=1 k=1

1 &G(2n=1) 4, g L IG(2n=10 5, sy B .
=—+ 2 N S p— 272" —1)=2L =0, da cui:
2 Z(ﬂz—l} Z( ) 2 2; 2h—1 ( ) 2h

h=1 k=1

1 n

Znhl

2n
(Zh]f’“(f“ DB,, =1 (B.1.1.03)
Nel procedimento per ricavare la (B.1.1.03) abbiamo utilizzato le seguenti note formule:

(A.1.1.05), (A.2.2.02), £(1—2h)=——2 ;( —2h) =0, 2n= 1 _ 1 (2n
ST - 2h—1)2h 2n\2h

La relazione (B.1.1.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.1.2- Dalla (B.1.1.01), passando al limite, per x — 1/4, abbiamo:

lim o 1" Sinh(ux T n —im(1+ n—
I ( )du = ]5521/? 27[[2( Dfemmd 2k)](2:1/i));
x—=1/4% Cosh(ul?2) Cos(7x) P *

2n—1 ¢
ora, J‘ u Sinh(u/4) du :J‘ u2n—1(eu/4 _e—u/4)e—u/2z(_1)ke—ukdu:
0 Cosh(ul/?2) 0 >0
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J-:MZn—IZ(_l)k(e—u/4 — ey e gy = (2n_1)!z(_1)k[ 1 1 - 1 1=
k=0 k=0 (Z+k)2n (Z+k)2n

2n k 1 1
=@2n-H14"> (-1 -
(@n=1) kzo( )[(l+4k)2" (3 +4k)™

], mentre:

2l () e NI = 2m R () i) (1 20 e i)

=2ﬂ.2n (_1) e—[ﬂ'/42(i)k(1+2k)2n—l :
—1

k=0

DO A+2)7 =D DA+ D ) @k -1 =

k=0 k=0 k=1

= (=D A+4k)> "+ (-D* (1 -4k)*"" ; quindi:

k=0 k=1

o ED o 3 iy (1 200 =2 () N2+ )Y () (14 20 =

—1i k>0 k>0

27

=7 (-D)"V2(1+0) [D (=D A+40> " +iD (D 1-4k)™" ]

k=0 k=1

Prendendo la parte reale della precedente espressione, abbiamo:

2 (=D)"2 1Y (=DF A+ 407 = (=1 -4k =

2n—1 2 _1 2n—1 2 _1
=7 (-1)"\2 [HZ(—D"ZU j(4k>”—2(—1>"2(h" j(—4k)” 1=
2n 2n— 2h-1 kX 2n-1 2h-1
=7 (-1)"V2 [1+z< D" Z(Zh_ j<4k> Z( 1) Z(Zh J( 4k)* 1=

=7z2"(—1)"\/§[1+1§": an = 1}42"2( D k=

2953\ 2h—1 1

" (2n—1 B
:7'[2” (_1)n [2[1+l n 42h (2211 _1)(_ 2h )]:
2 h=1 Zh_l 2h

2
=z (=12 [—Z(zzjﬂ”(zz” ~1)B,, —1]; pertanto:
h=1
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@n-DU> S (1) L -

T (1+46)  (3+4k)>

n

1 2n
=7 (=1)""2[— 4*"(2*" ~1)B,, —1], da cui:
) [4nh§:1 o ( )B,, —1]

1 1
—ND* —
;‘ )[(1+4k)2" B+4k)>

]:

n

_ 2n qyn-l 47 2n) 2h _
=72 (1) \/52(2”)![; o[£ @ = DBy, —dn). (B.1.2.01)

La relazione (B.1.2.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.1.3 — Riprendiamo la (B.1.1.01)

2n—1 o
[ uZ Sinh) gy e gL (B.1.3.01)
0 Cosh(ul/?2) Cos(7x)
Operando, abbiamo:

2n-1 g
J. u Slnh(u'x) du — J‘ u2n—l(eux _e—MX)Ze—u/Z(_l)ke—Mkdu —

0 Cosh(ul?2) 0 =
==Y (D T (B.13.02)
k20 (E—x+k)2” (E+x+k)2”
[ T @n-1) _ T @n-2+1) _ ZSin(7x) (2n-2) _
Cos(7x) Cos () [Cos(mx)]*
2n-2 _
=71 Sin(7wx) DTan(m)]| " P =7y (in zj[sm(m)]@n—z—m [Tan(m0)]“™ =
k=0

:”S(ZH - Zj[Sin(m)](Zn—z—Zk) [Tan(m)] +”i( n

ok ok —1 J[Sin(ﬂx)](z"_l_”) [Tan(me)]
k=0 k=1 -

(2n—-1-2k) — [i (eiﬂx _ e—imc )](2)1—1—2/{) —
2i
1 . n—1- i . n—1- —imx n—1- n—k— 1 im —inx
=[E[(lﬂ.)2 1 2k€ —(—l7[)2 1 Zke )] = ”2 1-2k (_1) k I[E[e +e )] —
= 7" (=1)" Cos(7) (B.1.3.03)

Osserviamo che: [Sin(zx)]
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[Sin(ﬂx)](Z"_Zk) — [2ii(eiﬂ:x _e—iizx )](Zn—Zk):[zii[(iﬂ.)Zn—Zkeiﬂ:x _(_iﬂ.)Zn—Zke—iﬂ:x )]:

=ﬂ_2n—2k (_1)n—k [%[eiﬁx _e—izx )] =7Z.2n—2k (_l)n—k Sln(ﬂ'X) (B1304)
1

Applicando la (A.1.1.01) e la (A.2.1.01), ricaviamo:

@Dy () =
k20 (E—x+k)2” (E+x+k)2”

n—1 k+1

2 -1 2n-2 k@ 21
7 (=) Y (Zk ](—1) Szn(ﬂ:x)ZahTan(ﬂx)] T+

k=0

n 2 — 2 k
* Z(zz p j(—l)" Cos(m) Y b, [Tan(ze)]”" )=

k+1

=z (=)™ Sin(m){f(iz - 2](—1% > a,Tan(m)]”" +

+ ZE@Z : fj(—l)" Cos(ﬂ:x)zk: b, [Tan(7)]™" } (B.1.3.05)

I coefficienti a,,b, sono forniti, rispettivamente, dalle formule (A.1.3.05) e (A.2.3.03).

Per x = V4, otteniamo:
1 1

2n—-1)14>") (=1)* — =

(@n=1) ;( ) [(1+4k)2” (3+4k)2"]

o n—1\/§ n1(2p 2 kk+1 n (dp—2 . k .

=72 (-1) 7{; o (-1) ;“”;[zk_l (1) ;bh}, (B.1.3.06)

in virtu delle relazioni (A.1.2.01) e (A.2.2.04), troviamo:

1 1
2n—1)14" > (-1 — =
(=1 kzo( )[(l+4k)2” (3+4k)2"]

:7.[2}1 (_1)}1—1 Q{ o (2n-2 (_1)k 24k+3 (22k+2 _ 1) |BZk+2| +
2 k=0 2k 2k +2

n (2n—2 1 k(2% +1
) > 272" ~ DBy, -1 B.1.3.07
;(ﬂ’—lj [2k+1;(2h j ( )B,, —11} ( )

B.2.2.- Derivando, (2n) volte, rispetto ad x, la (B.0.02), otteniamo:
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2n
j u”"Cosh(ux) du=[ T @n) _ |x| <l’ (B.2.2.01)
0 Cosh(ul/?2) Cos(7x) 2
Ponendo, nella (B.2.2.01), x = 0, troviamo:
- u*" lim V.3
——du= — 0 =22y (D (=in)*" A +2k)*" ;
IO Cosh(u/?2) x—>O[Cos(ﬂx)] ;( ) )
- u2n - 1
————du=2| ue™"?y -Dfe ™ du=202n)» (-1)f ——=
J.O Cosh(ul?2) ~[0 Z{( ) (2n) ;( ) 1 2n+1
(Z+k)
2
=272 2my. (-1 S —
k=0 a+ Zk)zn+1
27 (=D (=) (1426 = 227 (=1)" Y (-DF 1+ 2k)* =
k>0 k=0
1 1 2n+1
=2ﬂ'2n+1 _1 nr- 22/1—1 22h _1 B :
(=D [2 2n+1;(2h j ( )B,, 1
abbiamo utilizzato la (A.2.5.01), per cui:
(_l)k ! (_l)n_l 2n+1),, o
= 272" =DB,, 1-2n+1 B.2.2.02
g;(uzk)z"“ 22"+2(2n+l)![; 2h ( B 1= ) ( )

La (B.2.2.02) ¢ perfettamente identica alla (A.2.6.05)

B.2.3 — Ponendo nella (B.2.2.01), x = 4, otteniamo:

< u”"Cosh(ul4 7 n —ime(1+ n
[ Coshtul®) 4, 120, = 220y (e 00
0 Cosh(ul?2) Cos(7x) =0 !
Operando, abbiamo:
2n
J‘ u"Cosh(u/4) du:J- uzn(eum+e—u/4)e—u/2z(_l)ke—ukdu:
0 Cosh(ul/?2) 0 =0

=z(_1)kj’:u2n (€u/4 n e—u/4)e—u/ze—ukdu=z(_1)kJ’:uzn (e—u/4 +e—3u/4)e—ukdu —

k=0 k=0

1 1
+
(1+4k)>™" 3+ 4k)>"!

1 1 s
=(2n)!;<—1)"[ 3 2n+1]:(2")!42 1;<—1>k[
= (Z+k) (Z+k) =

15

270 (—D)fem ™I (=2 (=) (—im) P (14 2k) e T (=) =
k>0 k=0
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=2ﬂ.2n+l(_1)ne—iﬂ/42(l-)k(1+2k)2n :

k=0

ora, e ()" (1+2k)™ :*/5(1—1')[1+Z(—1)"(1+4k)2" —i) (D" (4k -1 1;

k=0 2 k=1 k=1

prendendo le parti reali della relazione precedente, abbiamo:

Re[e ™*> ()" (1+ 2k)2"]=g[1 +Y (D A+4R)™ =D (=D (1-4k)*" 1=

k=0 k=1 k=1

2n 2 2n 2
=%{1+Z(—D"Z h"jmk)”—Z(—l)kz(h"j<—4k)h]=

k=1 h=0 k=1 h=0

n

_\/5 ([ 2n 2h-1 k 2n 2h-17_
-7[1+Z(—1> 2h—1j(4k) D G)) Z(Zh—lj(_4k) 1=

k=1 h=0

4211—1 (_1)k k 2h—-1 ] —
h=1 2h - 1 ;

B V2 1 n (2n+1
S 1_2 42/1—1 22h _1 2h Sl 1
2 [ Z 2h-1 ( ) : [ 2h

-_— 4*(2°" -1)B,, 1;
2h 2 2(2n+1),§ j ( Ba]

1 1 ‘
2n !42n+l _1 k + :27.[2n+1 _1 ne—zﬂ/4 l k 1+2k 2n —
(2n) Z( ) [(1+4k)2”“ (3+4k)2"“] (-1 ;o ( )
=g (=" «/2[;i an+l 4*"(2*" —1B,, —1], da cui:

2Q2n+1) < 2k S '
1 1
-1 k + =
Z;( ) [(1+4k)2”“ (3+4k)2”“]

_ (=D [i(ZnH

T anr ) Sl 2n Jw (2 ~D)B;, ~2Cn+D)] (B23.01)
+ h=l

La relazione (B.2.3.01) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

B.2.4 Riconsideriamo la (B.2.2.01)

2n
j u”" Cosh(ux) du = 4 1om = 27[[2(_1)ke—im(l+2k)](2n) (B.2.4.01)
0 Cosh(ul/?2) Cos(7x) k=0

Operando, abbiamo:
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2n
j u~"Cosh(ux) dun =_[ uz"(e”"+e““)Z(—l)ke_“/ze_‘“kdu _
0 Cosh(ul/?2) 0 k=0

=Y D b

1
k=0 7_x+k 2n+1 *+x+k 2n+l1
(2 ) (2 )

2”[2(_1)k6—mx(1+2k) ](Zn) — 2”[2(_1)1( (_iﬂ.)Zn (1 + 2k)2" e—mx(1+2k) ] -

k=0 k=0

>0 >0 h!

Per x reale, la precedente relazione ¢ reale solamente quando h ¢ pari, e quindi:

N2k

2”[2(_1)k6—im€(1+2k) ](2}1) = 27[2n+1 (_1)n z ( Z7DC) z(_l)k (1 + 2k)2n+2/1 —
k=0 h=0 (Zh)' k=0

Applicando la (A.2.5.01), abbiamo:

wh(n+2h+1Y . .
D (=D A+ 2k :l—;z " 2%/(2% =1)B, ,; pertanto:
= 2 2(2n+2h) 5\ 2 g
@Y D b =
k>0 (E_x+k)2n+l (E+x+k)2n+l

Y ()" (=" - 1 Z’f(Zn +2h+1
= (2h)! 2n+2h 455\ 2

Per x = 0, ritroviamo la (B.2.2.02);

per x = Y, ritroviamo la (B.2.3.01).

Inoltre, operando sulla (B.2.3.01), otteniamo:

jzzf (2* —1B,,1, (B.2.4.02)

[ T qewm _ e _ 7Sin(7x) - an) _
Cos(mx) Cos(7x) (Cos(mx))*

2n-1 _
=7{Sin(m0) DTan(mx)] "™ = xZ(in 1)[Sin(7zx)]‘2"‘l‘“[Tan(mc)]<k+l>]:

K=0

n—1 n _
:xZ(Z" B lj[sm(m)]‘z"*‘”)[Tanm)]“““ ] +7r2(2" 1J[Sin<mc)]“"‘2“[Tan(mc)]““];

~\ 2k ~\ 2k -1
Ricordando le relazioni (B.1.3.03) e (B.1.3.04), abbiamo:

[Sin(me)] 720 = 2277 (=1 Cos(7x) (B.2.4.03)

[Sin(me)] 0 =22 (=1)"" Sin(7x) (B.2.4.04)
Applicando la (A.1.1.01) e la (A.2.1.01), ricaviamo:

LA T 71-2"“"2_1: 2n-1 (="t Cos(ﬂx)kf:a Tan(o0)™" +
Cos(7x) Koo\ 2k '

h=0
| 2n =1 n—k Qs : 2+l
+77y (=1)"* Sin(7)Y b, [Tan(mw)] (B.2.4.05)
K=1 2k -1 h=0
I coefficienti a,,b, sono forniti, rispettivamente, dalle formule (A.1.3.05) e (A.2.3.03).
Pertanto: (2n)!) | (-D*[ ! + ! 1=
k>0 (E_x+k)2n+1 (5+x+k)2n+l
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k+1

_ﬂz”“(—l)"“{nz_i( J( D' COS(]DC)Z(I Tan(7x)]*"

n (2n—1
-3 (—1)"Sin(m)th[Tan(m)]”’“}; |x|<l, (B.2.4.06)
~\ 2k -1 por 2
: —1)* Lo (2n—1
er x = 0, abbiamo: (2n)12>"*> _ED e gy -D*a,=
p (2n) ;(H%)M (1) {,;)[zk (-D'a,
_7z_2n+1(_1)n—1nz_1 2n—1 (=1)F 22k+2 (2242 _ 1)| 2k+2| ) (B.2.4.07)
~\ 2k k+2° o

Per x = 4, otteniamo:

N 1k 1 1 ol n—1£ [ 2n— -
(2n)4 Z( ) [(1+4k)2"“+(3+4k)2”“] =7 D" {KZ_O[% J( ) Zah

S g

h=0

C.0.0- Utilizzando la nota relazione

jwt“%h__ V.
O 1+t Sinm

,0<z<1,

e ponendo z = 1/n, con n > 1, otteniamo:

L

1
a—D
rt” d « r'u(n nu""'du r du
0 0 I+u" O 1+u”

l
~~
~
I
<
=
~—
l

1+1 Sinz

n

. jl du +J'1u"_2du jlﬂ

Ol4+u" 0 1+u” o 1+4+u”
n(l+u"? L l+u) e
Ora,(—n):”lz— z .
1+u k=0 U— U, I’ll/lk k=0 U— U uk

dove u} =—1, u, ="' k=0,1,2,3,...(n-1); quindi:

M_ _Z(uk __)

; pertanto:
1+u" —u,

1

—1
ot dt V4 ol 1 1

[ =—:—Z<uk ——>[1n<u w1y == (u, ——)[In(l-—)=
1+¢ Sinz =0 k=0 Uy Uy
n

_ zl (elﬂ(2k+1)/n _ e—iﬂ'(2k+1)/n)1n(1 _ e—iﬁ(2k+l)/n) : (C.0.0.0l)

ln[l e DI = 1n{1 — Cos[x(2k + 1)/ n)+iSin[x(2n+1)/n]} =
Sin[x(2k +1)/n]
1—Cos[zk +1)/n]’

=§ln{(1 — Cos[n(2k +1)/n])* + (Sin[x(2n+1)/n])*} + iArcTan
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Sin[7(2k +1)/n] . Cos[z(2k +1) /(2n)]

iArcTan =iArcTan
1-Cos[m(2k +1)/n] Sin[r(2k +1)/(2n)]
—iArcTan Sin{(z/2)[1- 2k +1)/n]} _ iz(l— 2k +1).
Cos{(w/2)[1- 2k +1)/n]} 2 n

Sostituendo nella (C.0.0.01), ed uguagliando le parti reali, ricaviamo:

2k +1

= nzl:ZSzn[n'(Zk+l)/ { (1-

r’ " dt T )} =
0 1+1¢ Sin T = n
n
n—1 _
25 A2 ek +1) /0], ciod:
k=0 n

Ricordando che : Cos(a+b) - Cos(a-b) = -2Sin(a)Sin(b), otteniamo:
n—1
> (n-2k - 1)(—%)[Cosm— Cos 2%
k=0

n
sostituendo, nella precedente relazione, k a k+1, troviamo:

I=n;

Cos—]=2n; (C.0.0.02)
n

Zn: (n=2k+1)[Cos
k=1

Inoltre, osserviamo che:

z [CosM —Cos %] =0, e quindi dalla (C.0.0.02), ricaviamo:
n n

2x(k=1) . 27
n

S (20)[Cos ZEED _ cos 2y 22 ciok:
k=1 n n
k[Cos% _Cos M] —n (C.0.0.03)
k=1 n n

La relazione (C.0.0.03) ¢ stata verificata con un programma di matematica.

Riteniamo utile riportare in un unico schema le interessanti formule trovate.

1) P(x) = Tan(x), [Tan(x)]*"™" = Zah[Tan(x)]

B B
— 22}1(_1)}1—1 (22}1 _1)i = 22)‘[ (22}1 —1)—| 2n N (A.1.1.06)
2n 2n
2n 2n
DY ! = @27 —bz B,, (A.1.1.10)
=0 (1+2k)™" 2(2n)!
- 4n-1 2n |BZn
3) Zah = 2" (2 —1)2—, (A.1.2.01)
n

h=0
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4) (Zah )/a() — 2211—1
h=0

2211

5) a, =
(2h)!

h

B
_1 n—1 _1 h s 2h,2u 22n+2u _1 2n+2u +
e )[; ( . )2n+2u

B

2n+2u

h
+2h) " s(2h—12u - 12> ~1) +

u=1 2n+2u

2h (D] \2] [wD/21( B,
+Z( . ]zs(zh—l,u) z (2 1J(j_1)u—2p+l(22n+2p _1)#] '
J p—

j=2 u=0 p=1 2n+ 2p

2n

B
s 2]’1 2M 22n+2u _ M-}
[z ( s D 2n+2u

B

2n+2u

6)a, = ——
Cm)!y

+2n s 2n_1,2u _1 22n+2u _1
; ( X ) 2n+2u

(A.1.2.02)

(A.1.3.05)

2n-1 [u/2] u B
+ 2n—1 i —1)“2p (22 ) 222 1-(2p-1)!, (A.1.3.06
Z{ ];; n— znzjzp_Ju )P Vamaa, DL€ )

p=l

7) z 1 1 2n 2n z (2ﬂ:x) 2h (22n+2h _ 1)|an+2h| _

+ 1=

k=0 (2 x+k)2n (;+x+k)2 (2n 1) >0 (2h)' 2n+2h

2n

(2n 1)'261 [Tan(mx)]>

8) [Tan(x)]?" = ibh [Tan(x)]*""'
h=0

2 2n+1

b() — (22n+2 _ 1)|an+2|

k 2n__l 1 2n+1 e
9);(—1) k=1 = 2+2(2n+1);(2h J( )" (2% -1)B,,,

2n+1

10) Zb =2 (=" [—lz(% jz 2" -1)B,, —1]

22n+1

(=D" (—1)”[2 SQh+12u+1)(2°"** —1) Boniauso

11) b, = _ 2n42ut2
) b (2h+1)! = 20+ 2u+2

h
B
+(2h+1)Y sQ2h,2u)(27? —) a2y
( )MZ:(; ( . )2n+2u+2

l(2h+1 [u/2) B, .,
+ Z( . ]z S(2h u) Z( ](j_l)u—Zp (22n+2p+2 _1)#]
J 2p

=2 u=0 2n+2p+2
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(A.1.5.07)

(A.2.1.03)

(A.2.2.03)

(A.2.2.04)

(A.2.3.03)



2n+l n B
12) bn — 2 [z S(2n + 1’21/[ + 1)(22n+2u+2 _ I)M +
Qn+)! = 2n+2u+2
F@n+D)Y sQn2u) (23 — 1) Domsez
u=0 , 2n+2u+2

nt [M/ZJ
+ zzl(zn +1JZ s(2n,u) Z( J(j ) A P —I)M] = (2n)!
j 2p

=2 =0 2n+2p+2
2 &(2n+1
13 22h _1 B :1
) 2n+1;(2h ]( 1B
1 2n+1
14 D*(1+2k)*" = - 2222 _ B,
: ;( 2 2 2(2n+1);(2h J ( )Bai;
(-D" 2D S (2,
15 - 2222 _1)B,, —(2n+1
);(1+2k)2"” 22"+2(2n+l)![; 2h ( )Boy = (2n+ D]

1 1 1 n
6 Z - = Zb -
) [(1+4k)2"“ (3+4k)2”“] Q) =

k=0

o™ (@2 (27 1)|B,,|

MU & (2h-1)! 2n+2h

17) D (=D a+26)*" =0
k>0
1 < 2 2h 2h
18 222 _1B,, =1
) me 1(2;;} ( B
. 1 1

19) DD - 1=

= (1+4k)*"  (3+4k)™

-2n n
_ 2 -y Z(§ZJ42"(22"—1)BM—41¢].

22m)!
. 1 1
20) Qn-DD (D[ ; - 1=
k=0 (5—x+k)2" (§+x+k)2"

k+1

:zz"(—l)"‘lSin(m){§( J( D ZahTan(ﬂx)

2n—

+Z(2k J( 1) Zb [Tan(m)]*" }
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(A.2.3.04)

(A.2.4.02)

(A.2.5.01)

(A.2.5.02)

(A.2.6.05)

(B.1.1.02)

(B.1.1.03)

(B.1.2.01)

(B.1.3.05)



1 1
21 —F =
) ;‘ ) [(1+4k)2"“ +(3+4k)2”“]

()" 22 & (2n+1
B 412 2n +1)! [hz 2h 4" (2" —1DB,, —2(2n+1)]
© b=l

22) EDINC N ; ! + ! ] =

k>0 (5_x+k)2n+l (;+x+k)2n+1

2h h n+
R G . zh(2n+2h+1]22,-(22j_1)32].],

o (2h)! 2n+2h 5\ 2j

23) Cm) (D ; ! + ! 1=

k>0 (5_x+k)2n+l (;+x+k)2n+l

k+1

:71,2n+1 (_1)n—1{nz_l(§z B 1](—1)k COS(ﬂx)z ahTan(m)]Zh +
_Z": 2n—1 (1" Si (ﬂ:x)ib [Tan(mo)]*) | |<l
Slog—1 ) TS R

24) Zn:k[Cos%— COSM] =n

k=1 n n

Ottobre, 2010
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