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SOMMARIO
Con il presente lavoro viene affrontato lo studio di relazioni riguardanti serie

divergenti, soprattutto quelle con termini a segni alterni, e della loro utilizzazione.

ABSTRACT
With this work we examine the study of relations concerning divergent series,

particularly those having powers with alternate signs, and their utilization.

1.00 Introduzione

Una serie si dice divergente quando non ¢ convergente.
Le serie divergenti pil comunemente note sono:

I-1+1-1+...= > (-1 (1.01)
14+14141+... = kz_(iko (1.02)
1-2+43-4+..= §<_1)“k (1.03)
142+34+4+... = g:k (1.04)
1-346-7+...= kf:(—l)k(zkﬂ) (1.05)
O—1421-34... = kz_(i(—l)"k! (1.06)

k=0

Oltre le serie predette, esamineremo serie divergenti che presentano particolari caratteristiche.

Il grande matematico norvegese Niels Henrik Abel, (1802 — 1829), riferendosi alle serie
divergenti, nel 1826 scrisse cosi al suo maestro Holmbog: “Les séries divergentes sont, en général,
quelque chose de bien fatal, et c’est une honte qu’on ose y fonder aucune démonstration...la partie
la plus essentielle des Mathématiques est sans fondement. Pour la plus grande partie, les résultats
sont justes, il est vrai, mais c’est 1a une chose bien étrange. Je m’occupe a en chercher la raison,
probleme tres intéressant”

Il grande matematico francese, Augustin Louis Cauchy, (nato a Parigi il 21 agosto 1789, morto a
Sceaux (Seine) il 23 maggio 1857), nella prefazione alla sua “Analyse Algébrique”, nel 1821,
scrisse: ““ J’ai été forcé d’admettre diverses propositions qui paraitront peut-étre un peu dures: par
exemple, qu’une série divergente n’a pas de somme”(vedasi Bromwich, testo [2], pagg. 320 e 321).
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J. E. Littlewood, (John Edensor Littlewood, Regno Unito, nato il 09.06.1885, morto il 06.09.1977),
nella sua prefazione al testo [1] rivela che Abel, nel 1828, scrisse: “Divergent series are the
invention of the devil, and it is shameful to base on them any demonstration whatsoever”.

2.00 Consideriamo la serie:

1
—D* k:—
E -D"x Trx’ (2.01)

k=0 X

La serie (2.01) & convergente per |x| <1, ed ¢ divergente per x> 1.

Ponendo, nella (2.01), x=1-¢, con £>0, piccola a piacere, otteniamo:

Dfl-8f =—r (2.02)
; I+(1-¢)
Passando al limite peré — 0, dalla (2.02) ricaviamo:
Z(—l)k:1—1+1—1+...:l (2.03)
k=0 2
La serie 1-1+1—1+... ¢ tale che la somma dei primi 2n termini ¢ uguale a zero,
mentre la somma dei primi 2n+1 termini ¢ uguale a 1.
Se indichiamo con s la serie
I-1+1-1+... =5,
possiamo scrivere:
s=1-(1-1+1-1+...) =1-s, dacui s= %
Ritroviamo cosi la (2.03)
Derivando la (2.01), rispetto ad x, otteniamo: Z (=D kx*" = _—12;
k=1 (I'+x)
sostituendo k-1 a k, ricaviamo:
(=D (k+1x" = (2.04)
;‘ (1+x)°
Ponendo, x = 1 — ¢, e passando al limite per e— 0, troviamo:
Z(—l)k(k+1):2(—1)k‘lk:1—2+3—4+...:% (2.05)
k=0 k=1

(vedasi G. H. Hardy, Testo [1], pag.3), (Godfrey Harold Hardy, nato a Cranleigh,
Inghilterra, i1 07.02.1877, morto a Cambridge, Inghilterra, il 01.12.1947).

3.00 La serie (2.01), come abbiamo detto, ¢ divergente per x>1.
Esaminiamo 1I’integrale
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A= j: ey (3.01)

L’integrale A ¢ chiaramente convergente per Re(x) > -1,
ed ¢ quindi convergente anche per x>1.

Infatti, ponendo, nella (3.01), y(1+x) =z, abbiamo:

- 1 = 1
A= "y = —| efdz = — 3.02
I" Y I+x J.O : I+x (3.02)
Ricordando che la relazione = z (= y x)
k=0
¢ valida per qualunque valore di x e y, ricaviamo:
A= Z( j yiedy = 3 (<Dixt =, (3.03)
k>0 k>0 1 + X

La (3.03) ¢, percio, da ritenere vera anche per x>1.

Possiamo, pertanto, affermare che la serie indicata al 1° membro della (2.01)

T R 1
¢ divergente per x=1, ma ¢ rappresentata da T
+Xx

In generale, come rimarcava Cauchy, “la proprieta caratteristica delle serie alternate

¢ rivelata dalla serie geometrica seguente:

2 3
L L A N (3.04)

2 3
c+t ¢ ¢ c c

che ¢ vera non solo quando converge, ma anche per ogni arbitrario positivo

valore di ce t”’. Riscrivendo la (3.04) con il resto, nella forma:

1 1 ¢+ ¢ r s A |

—— =t ——+ . (D) —+ (D™ PR (3.05)
C C c c 1+ —
C

essa & vera senza eccezioni (vedasi Knopp, Testo [3], pag. 534), (Konrad Hermann

Theodor Knopp, nato a Berlino il 22.07.1882, morto ad Annecy, Francia, il 20.04.1957).

3.01 Integrazione per le serie divergenti

n

o= f(x), ¢ divergente, per x>a, (a, costante), moltiplicando,

: x
Se una serie, Z A

n=0
ambo i membri della predetta relazione, per e, ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti

zero ed infinito, otteniamo un’altra serie divergente, definita da:

I:e_xf(x)dx = Z A, r x"e “dx

n=0 f’l' 0
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3.02 Ora, poiché, per x>1, il 1° membro della (2.01) diverge, applicando,

alla (2.01), I’integrazione di cui al punto 3.01, otteniamo:

> [Cewtar= [T dx,

>0 1+x

ciog: > (=Dkl= [ e In(1 + x)dx (3.06)

k=0

L’integrale del 2° membro della (3.06) 1’abbiamo ottenuto utilizzando I’integrazione

—X

per parti dell’integrale J.: ¢

dx ; abbiamo cioe:
1+x

) mdx = [ edin(+x) = = In(l+x)+ [ e 1n(1+x)dx]: [ e I+ x)dx

Non ¢ difficile calcolare I’integrale indicato nel 2° membro della (3.06) ; infatti:
B= j”e*1n(1+x)dx =(+x=y) = ej“e*-“ In ydy =
0 1
=e| [ (ny)edy-[(ny)edy| = eB1-B2)
0 0
L’integral Bi=[ ¢ Inyd fim DU“’ ¢ Vd} e e+
integrale =| ¢’ In = e - —
g , ydy = o Pelly yerdy|= D
=I'H)=¥YD=-y,

essendo, y = 0,5772156649, la ben nota costante di Eulero-Mascheroni, e,

I'(z) = J':t‘"‘"e”dt, Re(2)>0,

¢ la ben nota Funzione di Eulero di seconda specie; W(z) = 11:((Z)) ,
z
(Leonardo Euler, nato a Basilea il 15 aprile 1707, morto a San Pietroburgo il 7 settembre 1783).

(Lorenzo Mascheroni, nato a Castagneta, Bergamo, il 13.05.1750, morto a Parigi il 14.07.1800).
L’integrale

B2= J-;(ln y)e’ydy = (y: e’ ) = Jj: (_Z)e*e*e*z (_dZ) _

o D" 1 D"
- I e N )d Z k! 2=Z

k>0 >0 (k+1) = klk
Pertanto: B= [ dr= —e(y+ T D (3.07)
' 0 1+ x e k'k '

Dalla (3.06) e (3.07) facilmente ricaviamo:

> (-Dfkl= —e(7+z( = 0,596347, (3.08)

k=0 k=1

che ¢ perfettamente identica alla formula riportata da Hardy, (vedasi Testo [1] pagg. 27-28).
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K1k
3.03 Ricordiamo la nota relazione Z(DTX = In(1+x) (3.09)

k=1
Il 1° membro della (3.09) rappresenta una serie che converge per ‘X‘ <1l,e diverge

per x>1. Pertanto, applicando, alla (3.09), I’integrazione di cui al punto 3.01, otteniamo:

S [ atedn= 30 - t= e Ind+ s,

k=1 k=1

da cui, sostituendo k-1 a k, troviamo: z (-D*k!= J: e " In(l+ x)dx,
k=0

relazione perfettamente identica alla (3.06).

3.04 Consideriamo, ora, la serie:

DD K = 01—+ 2007 = 31+ (3.10)

k=0

La serie (3.10), per x>1, ¢ certamente divergente.

I1 1° membro della (3.10) & pari a: =Df k=S (=) [t dr (3.11)

P ) 20

Applicando la (3.04), otteniamo: > (=1)*x"k!= Owle—dr (3.12)
>0 +1x

Eulero, nella sua corrispondenza con Nicholas Bernoulli, dimostra che la serie

xz (-D)*x*k! soddisfa formalmente I’equazione differenziale:
k=0

d S )
x’ d_y + y = x, da cui egli ottiene I’integrale

X

1 1
x =2 d . ) . 1 1
y= L e’ ¢ ?g; sostituendo in quest’ultimo integrale ———=t¢,
X

ricava facilmente I’integrale y= :lxe—dt (vedasi Bromwich, Testo [2], pag 323).
+Ix

Pertanto, risulta verificata la (3.12) per ogni x positivo, e quindi anche per x>1.
Osserviamo che I’integrale seguente:
< e ' dt dy

C=- a.f soddisfa I’equazione differenziale — = a, by, b>0
0 t+bx dx x

La soluzione della predetta equazione differenziale ¢ data da:

a 1 1Y 1y a . k! .
y=——1-—+2| —| =3 —| +..|==—=D_ (-] -, laquale &
bx bx bx bx bx = (bx)

= e 'dt
rappresentata dall’integrale: C = —aJ.O ¢ ;
I+0x

(vedasi Bromwich, Testo [2], pag. 349).
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3.05 Riprendiamo la serie (2.01) Z( Dfx

k=0

Deriviamo ambo i membri della precedente, n volte, rispetto ad x. Operando, abbiamo:

I'(k+1 . T(n+1) (D"
o0 F(k +1- n) ra d+x)
Per k compreso tra 0 e n-1, i termini corrispondenti del 1° membro della (3.13) sono nulli;
infatti, per ogni k<n, L = s = (0; pertanto, ponendo, nella (3.13), k-n=h, abbiamo:
I'k+1-n) oo
—1"n!
Z (_1)h+n F(h + n + 1)xh — ( 1) :l_;l ,
150 I'(h+1) 1+ x)
n+h
da cui ricaviamo: Z( D" ;ﬂ (3.14)
10 (1+x)"

Per il calcolo della derivata di ordine n, rispetto a x, di (x*) e di (1+x)™",

abbiamo utilizzato, rispettivamente, le formule:

Tk +1—n) N 0 d+x)"" (=D (3.15)

La relazione (3.14) ¢ ben nota, ed ¢ valida per |x| <l1.

Il 1° membro della (3.14) costituisce una serie che ¢ divergente per x> 1,
ma ¢ rappresentata dal 2° membro della medesima (3.14).

Quindi, applicando, alla (3.14), I’integrazione di cui al punto 3.01,

n+h e “dx
otteniamo: (- 1)”[ J "o dx = —————, ciod
hz;l .L .[ 1+ x) 1+ )y
+h -
( l)h " ¢ dxl,dacui
120 0 (I+x)"
' oo X
Z( D" (n+h) I e dx+l (3.16)
= 1+ x)"

Ponendo, n=0, nella (3.16), ritroviamo la (3.06).
Il 1° membro della (3.16) costituisce un’altra serie divergente, rappresentata,

per ogni n intero positivo, dal valore finito dell’integrale del 2° membro della (3.16).

w e dx

L’integrale E = L ( I’abbiamo calcolato con diversi metodi nell’ Appendice A.

1 + x) n+l

Il 1° membro della (3.16) possiamo trasformarlo nel seguente modo:

> (- 1)”[ =X e D =l = S -

h=0 h=0 k=n
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= (_nl? {Z(—l)"k!—i(—l)kk!} = (_2 nZ( DFk! + (i D 3 (- 1)j e dx

k=0 k=0 k>0

Utilizzando la (3.06), e tenendo presente la (3.16), ricaviamo:

e[ O S e

La (3.17) & una relazione reale, valida per n>0, ed & una formula ottenuta,
efficacemente, utilizzando serie divergenti.
Il risultato fornito dalla (3.17) ¢ conforme a quelli ottenuti con i metodi applicati

nell’ Appendice A.

—t

3.06 Riprendiamo la relazione (3.12) D (=D xtkl= _[: le dt
>0 +1Ix

Abbiamo detto che essa risulta verificata per ogni x>1.
Pertanto, applicando, alla (3.12), I’integrazione di cui al punto 3.01, ricaviamo:

> DK xtedr = [ e l—dt ciog

k=0

—(x+t)
> (=D (k) = jj—dtdx (3.18)

k=0

(x-H)

L’integrale doppio, F = I j —tdtdx indicato nel 2° membro della (3.18),
1+x

possiamo trasformarlo ottenendo il seguente risultato:

—(x+t)

= dtdx = 4| te ™ dr (3.19)
Pl ] = 4]

La trasformazione dell’integrale doppio ¢ riportata nell’ Appendice B, punto 1).

Pertanto: > (DFKD) =4[ e dr (3.20)
k=0

L’integrale indicato nella (3.20) ¢ convergente; infatti, osserviamo che per t compreso

tra zero ed infinito, sinht >t, e quindi
4 jo te M it < 4L tedt =1

In definitiva il 1° membro della (3.20) costituisce una serie divergente, rappresentata
dal valore finito dell’integrale indicato al 2° membro della (3.20).

Il valore numerico del 2° membro della (3.20) ¢ uguale a 0,668091.

4.00 Sui numeri di Bernoulli
(Jacob Bernoulli, nato a Basilea il 27.12.1654, morto ivi il 16.08.1705)
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E’ noto che

e +e”? Ze_kx = =—, (4.01)
=] e —1
Moltiplicando, per xe ™, i membri della (4.01), abbiamo:
Z xe Y = p=0, (4.02)
= e’ —1
X x*
Ricordiamo che: = ZBk —, (4.03)
€x _1 >0 k!

essendo, B, , 1 ben noti numeri di Bernoulli, i cui primi valori sono dati da:

-1 1 -1 1
B,=1,B,=—,B,=—,B =—,BGZE; By

, =0 perk=l1,2,3,.
2 67730 ?

La (4.03) ¢ convergente per |x| < 2rx,ed ¢ divergente per |x| > 2.

Sostituendo la (403) nella (4.02),

-px k _—px

ricaviamo: er (k+p)x =— = ZBk re (4.04)
k>1 e _1 >0 k'

Derivando i membri della (4.04), n volte, rispetto a x, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:

) px(n—j)
ZZ( j(x)(n(e—(kﬂfbr)(n N _ ZB Z(Jj (x ) (Z' ) (4.05)

k=1 j=0 >0 0

Nel punto x = 0, il valore di x"’ & diverso da zero solamente quando j=1, mentre

il valore di (x*)" & diverso da zero solamente quando j=k.

| n—k
Pertanto, dalla (4.05) otteniamo: nY (-D)""'(k+p)"" =D B, { jk Cp)
k=1 k=0
dacui: D (k+p)'= ——ZB ( J(—l)k p (4.06)
k=1 =

dove p, ripetiamo, rappresenta un qualsiasi numero reale non negativo, (p =0).

Esamineremo vari casi.

a) Casodip=0
Perp=0, p"* #0 solo quando k = n.

n—1
Quindi, dalla (4.06) otteniamo: Zk” 1= ( 1) B, 4.07)

k=1
Per n =2m+1, (m=1,2,3,...), troviamo:

B

k*m=—"2_—-(0  inquanto B, . =0
; m+1 q 2t
ciog, " +27" 43" 4+..=0 (4.07a)
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Introduciamo la Funzione Zeta di Riemann (Georg Friedrich Bernhard Riemann,
nato a Breselenz, nell’Hannover, il 17.09.1826, morto a Selasca, sul Lago Maggiore,

il 20.06.1866),
{()=1"+2"+3"+..=> k™, Re(s)>I (4.08)

k=1

Per la (4.07a) abbiamo: ¢ (-2m) =0

Per n =2m, dalla (4.06) troviamo: ~ {(1-2m)=> k™" = —%, cioe

k=1 2m
2m—1 2m—1 2m—1 B2
CA=2m)=1"+2"" +3""" + .. =——22= (4.09)
2m
(vedasi Testo [4], pag. 1074).
Ponendo, nella (4.08), s=0, troviamo: CO)=1+1+1+..= Z k°
k=1
Nell’ Analisi Matematica si dimostra che: {(0)=1+1+1+...= Z K’ = —% (4.09a)
k=1
(vedasi Testo [5], pag. 104).
Se poniamo, nella (4.07), n=1, ritroviamo la (4.09a)
Ponendo nella (4.09), m=1, troviamo (-1 = z k = —% = —é
k=1
cioe, 14243+...= —é (4.09b)
Dalla precedente, moltiplicando ambo 1 membri
per due, ricaviamo: 244+6+... = —% (4.09¢)
. 1 1 1
E quindi: 143+5+... = [4243+... - 2+4+6...) = ——+—=— (4.10)
12 6 12

In tal modo, abbiamo utilizzato le serie divergenti (4.09b) e (4.09¢).

Ora, osserviamo che:

DEDTET =Y D kDT =D kDT Y (D (2% +2) =

={(O-Y. 27 =) 2k~ = 1-2"){(s) (4.11)

Ponendo, s = -2m, nella (4.11), troviamo:

> (=D = (1-2""){ (—2m) =0, in quanto {(-2m)=0 (4.11a)

k=1
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Ponendo, s=1-2m, nella (4.11), tenendo presente la (4.09),

2m _
troviamo: DD = 1-22" 1 -2m) = 2 -l B,, (4.11b)
k>l 2m
Dalla (4.11) ricaviamo:
D2k+DT = (1-27)(s) =17 +37+57 +... (4.12)
k=0
D(k+2)7=270(s) =27 +47+67 +... (4.13)
k=0
Ponendo, s = - 2m,
nelle (4.12) e (4.13), troviamo: D> (2k+1) =0, > k+D)* =0
k>0 k=0
Ponendo, s=1-2m, nelle (4.12) e (4.13),
troviamo: Dk +1) =2 —1)@ (4.12a)
k20 2m
2m—1 B2m
D+ =2 (4.13a)
k=0 2m

I primi membri delle (4.12a) e (4.13a), per m=1,2,..., sono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori finiti dei secondi membri delle medesime relazioni.
Ponendo nella (4.11), s = 0, troviamo:

I-1+1-1+... =(-1) £(0) = (—1)(—1) = L
2 2
Ritroviamo cosi, per altra via, la (2.03)
Ponendo, nella (4.11), s = -1, abbiamo:
1-2+3-4+... =(1-4) {(-1)= (—3)(—i) = 1 (4.14)
12 4
Ritroviamo, per altra via, la (2.05)
Utilizzando la (4.14) e la (4.09¢), ricaviamo:
143+5+... = 1-243-44+.. +(24+4+6+...) = l+ (—l) = L
4 6 12
Ritroviamo, per altra via, la (4.10)
Ponendo, nella (4.12), s = -1, troviamo: 143+5+... = (—1)(—%)) = %
Ritroviamo, per una via diversa, la (4.10)
Ponendo, nella (4.13), s = -1, troviamo: 2+44+6+... = 2(—%) = —%
Ritroviamo, per una via diversa, la relazione (4.09c).
Derivando, rispetto ad s, il 1° e I’ultimo membro della (4.11), troviamo:
Z Dk (=Ink) = A-2")'(s) +{(5)2 In 2 (4.15)

k=1
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Per s = 0, troviamo:

Z (-D""k°(=Ink) = 1-2)"(0)+ £(0)21n2

k=1

Nell’ Analisi Matematica si dimostra che: ¢'(0) = —%ln(27£),
(vedasi Lindel®f, Testo [5], a pag. 104).

) |
Essendo, inoltre, {'(0) = —5, ricaviamo:

> (D' (Ink) =Inl —In2 +In3 —In4 +... = —%m(zn) +1n2 = —%m% (4.16)

k=1

(vedasi G.H.Hardy, Testo [1], pagg. 346 e 347).
Dalla (4.16) ricaviamo:

2 2 2 2
In 2—24—26—2...%)=an, da cui
1- 35 (2n-1) 2

2 2 2 2
E LS C O N @.17)
12325 " 2n-1? 2

lim  (2n)>  lim (2n)*

5) = , dalla (4.17) ricaviamo:
n—oo(2n—1) n—oc(2n-1)2n+1)

Poiché

lim 224466 21 2n _ lim  (Q"a)*2"nR"nl

n—o 133557 2n—12n+1" n—o2n)!(2n)!(2n+1)

_ lim [T+ D} _ lim 2“"[F(n+1)]4
o [Cn+ D) 2n+1) n—>oo[p ’
n— e[ +DF@ntD 0o [2 T(n+ )F(n+1) 2n+1)
NG
_ lim [C(n+D] _ lim w7
Tn—eof | o ) 22 |  n—ooee(2n+l) 2
L/; (n+2)} (2n+1)

Nella dimostrazione precedente abbiamo utilizzato le formule

2n

lim lim
Tn+D _ Jn, e, TQn+l)=

1
= I I 1
n—)oor(n+l) 71— oo ,_7'[ (l’l+2) (I’L+ )

La (4.17), scritta nella forma:

lim 224466 2n 2n lim l—’”I T
=1

2n 12n+1 2

n—o 133557 2n- 12n+1 m%oo

b

prende il nome di “Prodotto di Wallis” (John Wallis, nato a Ashford il 23.11.1616,
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morto a Oxford il 28.10.1703).

b) Caso di p intero postivo.
Ponendo nella (4.06), k+p = h, ricaviamo:

V4

Dtk+p) =D "= Y=Y "= ——Z B ( ](—1)" prt (4.18)
k=1 h=p+1 h>1 h=1 k>0

Per n=1, dalla (4.18), troviamo:
D+ p) =Y - Zh” = (1+1+1+...) — p ——%—p (4.19)
k>1 h>1

Per ottenere la (4.19) abbiamo utilizzato la serie divergente (4.09a).

Ponendo, n=1, nell’ultimo membro della (4.18), ricaviamo:
- (Byp—B))=—p-— % , valore identico al risultato della (4.19)

Per n=2, dalla (4.18) ricaviamo:

p
Dtk+p)=D h=> h=(14243+...) = (14243+...4p) = L Lprap (4.20)
(] ] h=1 12 2

Ponendo, n=2, nell’ultimo membro della (4.18), ricaviamo:

2
P -1 -2 -1 1
—|— (B, —2B +B = -
|:2 (B, 1P P ) > ( +p) o’

valore identico al risultato della (4.20).
Per ottenere la (4.20) abbiamo utilizzato la (4.09b), che ¢ una serie divergente.
Per n=2m+1, (m=1,2,3...), dalla (4.18) ricaviamo:
P
Z(k + p)2m — thm _thm — O _ (12m +22m +32m +.+ pZWt) —

k=1 h=1 h=1

-1 & 2m+1
_ 1 Z B, m P _lpZm da cui
2m+113 2k 2
i 2m+1 1
12m + 22771 + 32m 4o+ 2m N _ B 2m+l—2k +— 2m 421
( p)= 41 ; 2% > p ( )
Per p=1, ricaviamo:

" 2m+1 1
> B, =m+— (4.21a)
=0 2k 2

Per ottenere la (4.21), abbiamo utilizzato la (4.07a), che ¢ una serie divergente.

Per n=2m, dalla (4.18), ricaviamo:

Z(k+p)2m -1 zh2m -1 thm—l — _%_ (12m—l +22m—l +32m—1 +.“+p2m—l) —
m

k>1 h>1 h=1
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S 2m
=_1 B2k( JpZmZk _lpmel , da Cul
0

2m iz 2k 2
m—1 2
12m—1 +22m—1 +32m—1 +“.+p2m—1 :ﬁ BZk(zz/lijm—Zk +%p2m—l (422)
k=0
Per p=1, ricaviamo:
Sp (m} (4.22a)
=m zza
= 2k

Per ottenere la (4.22), abbiamo utilizzata la (4.09), che e una serie divergente.

4.01 Consideriamo la serie:

—x 2x 3x k=1 —kx e’ 1
e —e T H+e T +.. = -D"e™ = = =
;( ) l+e e +1
_ 1 3 1 N 1 _ 1 3 2 (4.23)

Moltiplicando la (4.23) per xe ™, ( p =2 0), otteniamo:

—pX

Z( l)k lxe—(k+p)x — _

k>1 e - 1 €2X - 1
Tenendo presente la (4.03), ricaviamo:

2xe ™

k—x k —px k _—px
) P P

Z( 1)< xekemx = ZB o _ZB (ZXT ZB % (4.24)

k=1 k=0 k=0 k=0

derivando, n volte, rispetto ad x, il 1° ed il 3° membro della (4.24), e ponendo

dopo, x=0, troviamo:

k () ¢ ,—px\(n—j)
3 (- 12( ](x)(”(e“k“’)")(” " =3B, z( j(l 2°)(x" )kY (e™")

k>l k>0 j=0

Tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, ricaviamo:

D DTk p) = —ZB (2f —l)( J(—l)kp"k (4.25)

Esamineremo vari casi

a) Casodip=0
Ponendo, p=0, nella (4.25), troviamo:

DDk = ﬂsn(zn -1 (4.26)
k21 n
Per n=1, dalla (4.26) abbiamo:
1 1
I-1+1-1+... = =D(=—2)= —
(=1)( 2) >

Ritroviamo, per altra via , la (2.03)
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Per n=2, dalla (4.26) abbiamo: z =Dk +1)=1-2+3-4+..= %é@) = %

k=0
Ritroviamo, per altra via, la (2.05)

Pern =2m+1, (m=1,2,3,...), ricordando che B, . =0, dalla (4.26) abbiamo:

2m+l T

Z (_1)k—1k2m — 12m _ 22m + 32m _ 42m + _1 B2m+l (22m+] _ 1) — 0’ (427)
&>l m+1
Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per m = 0, ritroviamo ancora la (2.03).
Per n=2m, dalla (4.26) ricaviamo:
Z(_l)k—lkZm—l — 12}7171 _ 2217171 + 32m71 _42"171 + .= LBzm (22m _ 1) (428)
k=1 2m
Ritroviamo, cosi, la (4.11b)
Per m=1, dalla(4.28) abbiamo: DD Tk =1-2+3-4+..= %é@) =i

k>1
Ritroviamo ancora la (2.05)

b) Caso di p intero positivo
Ponendo, nella (4.25), k+p=h, otteniamo:

Z(_l)kfl (k+ p)nfl — Z(_l)hfpflhn 1 ( 1) |:Z( 1)h lhn 1 Z( 1)h lhn l:|

k=1 h2p+l h21

- ZB (2" —1)[ ](—1)k p (4.29)

k=0

Per n =2m+1, (m=1,2,3,...), tenendo presente la (4.27), ricaviamo:

P
Z(_l)h—thm — 12171 _ 22m +32m _42m +.+ (_l)p—1p2

h=1

2m+1
( 1)]71 ZBZk (22/(_1){ m jp2m+12k+%p2m] (4.30)

2m+143

Per p=1, ricaviamo:
- 2m+1 1
ZBZk (2 - 1) =m+- (4.30a)
Per m=1, dalla (4.30) ricaviamo:
p
DD =12 =22 43 =4+ (=D Pt = (D g(p+l)
=1

Abbiamo ottenuto la (4.30) utilizzando la serie divergente (4.27).
Per n=2m, dalla (4.25) otteniamo:

2 DT k)t = > ZB 2" —1)( j(—l)kpzm_k (4.30b)

k=1 k=0
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Per p=1, ricaviamo:

22 3l = (1427 =3 e Y+ = — (=27 437 4 4=

1 2m) 1
=—> B, (2 -1 +—
2 ( )(%] >

m >

Tenendo presenta la (4.28), otteniamo:

N 2k 2m 2m
> B, (2% -1) =m-(2"" -1B,, (4.30c)
P 2k

Caso di p :W , (M ed N interi positivi, primi tra loro)

Sostituendo p = % nella (4.25) otteniamo:

k=1 k=0

k-1 n—l_l k n _1\k M n—k n—1 —
> D Nk MY =SB (2 1)[k]( D'EDTN

M’ e ) gk N - M” EYSEEPN R PP RS VAR
= nNkZZ(;Bk@ 1)&}( ey = nNkZZ(;BZk(z 1)(%}(1\4) oML @30

Per n=1, dal 1° membro della (4.31), abbiamo:

D (=D (Nk+M)° = 1—1+1—1+...=%

k=1
Per n=1, anche I’ultimo membro della (4.31) fornisce %

Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03)
Per n=2, dal 1° membro della (4.31) troviamo:

1 1

D DT (NK+M)=NY (D Tk+MD (D) =—N+-M (4.32)
k=1 k=1 k=1 4 2
Dall’ultimo membro della (4.31), per n=2, troviamo:
2 2
M—Bz(4—1) (l)2+lM =El(3)+lM=lN+lM (4.33)
2N 2) M 2 26 2 4 2

Constatiamo che i risultati della (4.32) e della (4.33) sono identici.
Abbiamo ottenuto il risultato della (4.32) utilizzando le serie divergenti (2.05) e (2.03).

4.02 Ponendo, nella (4.03), x=pz, p> 0,

k
otteniamo: Pz _ > pze " =B, (p2) (4.34)

e” -1 1= k20 k!

Moltiplicando gli ultimi due membri
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(p2)'e’ "™
della (4.34), pere™”™", abbiamo: > pze " =N B S

k=0 k=0 k'

Derivando, n volte, (n>0), rispetto a z, ambo i membri della (4.35), troviamo:
k n

pZZ( ](Z)(h)[_(l_i_pk)]n—he—z(pk+1) — Z p Z( J(Zk)(h)(p_l)n_hez(p_l)

k=0 h=0 k=0

Dalla (4.36), tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo,

z=0, ricaviamo:
S+ pht = [ j(p—l)"‘k
k>0 k>0

Ponendo nella (4.37), n=2m+1, (m=1, 2, ...), troviamo:

2m 2m+1
[I+pk]" =———=> B pk[ j(p—l)””“_k
;; p2m+1) kZ; ok
Per p=1, abbiamo: Y (1+k)*" = > k™ =0.
k=0 k=1
Ritroviamo la (4.07a).
- 1 [ 2m+1
Per p=2, abbiamo: > [1+2k]" =————>"B,2 =0,
k>0 22m+1) = k
in quanto, {'(—2m) =0
L o[ 2m+1
Dalla (4.39), ricaviamo la notevole formula: Z:B2 2 ok =2m+1
k=0

Sommando, membro a membro, la (4.21a) con la (4.30a), otteniamo la (4.40)

Ponendo, nella (4.37), n=2, troviamo:

Z[1+pk]2 (14144 p 42434, )=———p L.
=0 2 12
121 ) _1 1
) 2 B (P—1)2k=—[Bo(p—1)2+Blp2(p D+B,p*l=——-L
= 2p 2 12

Possiamo constatare che i risultati della (4.41) e (4.42) sono identici.

Per ottenere la (4.41) abbiamo utilizzato la (4.09a) e (4.09b), che sono serie divergenti.

Per n = 2m, dalla (4.37), otteniamo:

m— _1 2
Y+ pk™ = TszPk[ka(P —n

k>0 P i
Per m=1, dalla (4.43) ritroviamo gli
stessi risultati delle (4.41) e (4.42). Per p=1, dalla (4.43) ricaviamo:

2m—1  __ 2m-1  __ _%
DA+ =Dk = b

k=0 k=1
Ritroviamo la (4.09).
Per p=2, dalla (4.43) ricaviamo:
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)



m 2
S a+26>" = _Z _ L L Sp o (4.44)
2 4dmiz 2k

k>0 4m >

ma, D A+26)*" = 1=-2"""A-2m)

k=0

2m—1
2 ! (4.45)

Ricordando la (4.09), ricaviamo: Z(l +2k)" ! = B,

k=0

m

Ritroviamo, cosi, la (4.12a).
Confrontando la (4.44) con la (4.45),

otteniamo: ZBZk22k{ j 2[m—(2*"" -1)B,, ] (4.46)

Sottraendo, membro a membro, la (4.22a) dalla (4.46), otteniamo la (4.30c)

5.00 Riprendiamo la (4.03) = =Y B, k' (5.00)
- k>0

Come abbiamo detto, la serie indicata nel 2° membro della (4.03) risulta divergente

per |x| > 27 - Applicando, alla (4.03), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

J'0°° Xefxdx _ B ij‘ e Fdx = ZB 1__+ZBZI< (5.01)

X
e —1 k=0 k' k=0 k=1

Calcoliamo I’integrale che figura al 1° membro della (5.01). Operando, abbiamo:

2

xe “dx xe ‘e "dx (k4 1 T
e

k=0 k=0

Pertanto, dalla (5.01), ricaviamo:

7t 3
B, =—-= 5.02
g, % T TS (5.02)

Il 1° membro della (5.02) costituisce, chiaramente, una serie divergente,
la quale e rappresentata dal valore del 2° membro della stessa (5.02).

Osserviamo che 1 termini della serie Z B,, sono a segni alternati.
k=1

Infatti, dalla nota formula:

B,, = ( = ) , (m=123,..) (5.03)

rileviamo che per n pari, B,, presenta un valore negativo, mentre per n dispari,
B, presenta un valore positivo, cioe B, <0, B, , >0,

La formula (5.03) trovasi nel Testo [4], pag. 1076, (formula 9.611-2).

La formula (5.03) ¢ stata verificata nell’ Appendice B-punto 3), utilizzando sia il 2°
teorema integrale di Cauchy, sia il metodo del limite e derivata.

Applicando la (3.04) alla (5.03), otteniamo:
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2n

> B, =20 S = [ & (5.04)

n=1 n=1 0 (th)z (sh.X)z 7[2 +X2

Il 1° membro della (5.04) ¢ una serie divergente, rappresentata dal valore finito

dell’integrale che figura nell’ultimo membro della (5.04).

r x° dx 7> 3
0

Confrontando la (5.04) con la (5.02), ricaviamo: SR —
(shx)" m° +x 6 2

X’ dx
(shx)> 7> +x

L’integrale G = L - € certamente convergente.

Infatti, per ogni x, compreso tra zero ed infinito, risulta che shx >x, e quindi:

o x° dx o dx 1
G = <
'[) (shx)* ©° + x° J‘O T+ x° 2
o x* dx
G= ,
J.O (shx)* ©° + x*

Abbiamo calcolato, nell’ Appendice B-punto 2), I’integrale

utilizzando il teorema dei “Residui”, piu esattamente il 2° teorema integrale

di Cauchy, ed abbiamo trovato lo stesso valore fornito dalla (5.02). Abbiamo avuto cioe:

> B, =[ ©ode 73 (5.05)
S (sh)? Xt 602 '

La (5.05) e una relazione reale e vera, ed e stata ricavata dal confronto
di due relazioni, ottenute utilizzando serie divergenti

Il procedimento eseguito nel caso esaminato ¢ da ritenersi, quindi, valido.

_ _ k
5.01 Sostituendo, nella (5.00), -x ad x, troviamo: — s " = ZBk ( ]:')
e - k=0 .

Per |x| > 27, la precedente relazione ¢ divergente, per cui, applicando,

alla medesima relazione, 1’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

© . =X N X _ ©  —x(I+k) _ 1 —7[_2
I Tl AL D M A b= T

k>0 k=0
D" = K 1

B,——| x"edx = B (-1)"=1+—+ » B

; — [/ ; A 5 ; 2

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni,
7> 3
troviamo: B, =———
; 2k 6 2
che ¢ identica alla (5.02).
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5.02 Ponendo nella (4.03), x =iz, (i ¢ 'unita immaginaria), ricaviamo:

k _2k
=3B, (’Z) -y, TV L (5.06)
e” _1 k20 k20 (2k)! 2
iz iz _ iz(cosz—l—isinz) _ iz = zsing
e" =1 cosz+isinz—1 (cosz—1)>+(sinz)> 2 2-2cosz

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra la relazione
precedente e la (5.06), otteniamo:

ZSinZ ( 1)]( Z2k Z4k Z4k72
PY R Z 2% = 1+ZB4/< @o)! —ZBMM,

2(1—-cosz) k>0 (2k)! k>l k>l
Z
4k—2 Z4k ZCOSE
da cui [B +|B ] =1- (5.07)
; " 2(41< 2)! *! 4k|(4k)! 2Sin§

Le parti immaginarie sono soddisfatte.
Per |z| >27x,(z+#2kx), la serie del 1° membro della (5.07) non converge, ma costituisce

una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro della stessa relazione.
Pertanto, applicando, alla (5.07), I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

| 1 © ak=2 -~z g (% -zpq zsinz
Z:|B4k|(4k)!‘|‘OZ ¢ dzt 2By (4k—2)!jOZ ‘ dz—joe . 2(1—<:osz)]dZ

k=1 k=1

da cui ricaviamo:

_(* ey 2Sing
;|B4k|+;194k_2 = L e[l Si—coss) Z)]dz (5.08)
. 2k
ciog ;[|B4k|+B4k_2] =1—Z‘m =0,205766 (5.09)

Nell’ Appendice B, punto 6), abbiamo dimostrato che

[fern-—"gaz=1- A 0205766 (5.10)
0 2(1-cosz) = (1+k7)

5.03 Osservazioni.
Dalla (5.06) ricaviamo:

Loy (zx) W B, T X gcld<ar. (.11)

z ixe ™ =

k=1 k>0 k>0 (2]() ' 2
( 1)k 2k ix
Dalla (5.11) otteniamo: Z ix(coskx—isin kx) = z B, ——— ——,
i1 P (2k)! 2
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Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie, troviamo:

1k L2k
Zxcoskxz—i, szinkx) = ZBZ,{% (5.12)
i 2 =1 =0 (2k)!

Ponendo nella prima delle relazioni (5.12), x =7,

troviamo: Zcos kr = Z( )" =—=, da cui rileviamo che:
k=1 k=1
I-1+1-1+...=—

Ritroviamo, ancora una volta, la (2.03).

Ponendo, nella seconda relazione delle (5.12), x =7,

1Nk 2k
troviamo: ZBZk ez =0, (5.13)
e (2k)!

4k 4k-2

T
cioe: 1+ B _—
Z * 4k (4k>' Z M2 4k -2)!

7[4k 7.[4k—2
da cui B,,|—+B, ,——]=1 5.13a
;H a (4k) 7 (dk - 2)!] G159
La serie del 1° membro della (5.13a) costituisce una serie, rappresentata dall’unita.

La (5.13) e la (5,13a) sono state verificate con un programma di matematica.

Dalla (4.23), ricaviamo: Y| (=1)*"ixe™ = " (=1)*"ix(cos kx — i sin kx) = wo 221x =
= = e —1 e -1
(lx) (2ix)" (=D x*  ix (-D*(2x)*  2ix
=Y B~ =Y B =Y Byt | Y By S-S (5.14)
150 ' = kS 2! 2 s (2k)! 2

Poniamo, nella (5.14), x = %, ed uguagliamo le parti reali e quelle immaginarie.

1) Per le parti immaginarie abbiamo:

) eosk )——1

k=1

4
> =Dt (c sk= )_ {ZCOS(2k+1)——ZCOS(2k+2) }

k=1 k>0 k>0

T .
— =—, cioe
2 4

- Z:(—l)k_1 , che uguagliata a %, fornisce: Z:(—l)k‘l = —%,

2 k>0 k>0
cioe: 1-1+1-1+... =—

Ritroviamo, cosi, ancora la (2.03).

2) Per le parti reali, abbiamo:
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Z( 1)k1 sink = Z 2k( )( ) {z 2k (_l)k(”)%}’cmé:

2 &= e 2 (2k)!
1
1k1 T PS5y = a-t41-14.)=22
;( ) Z( ) x =3

(=D* 2% =D ) | _ D" 7 1-27) .
; * 2 2 Y LZ(; % 0k }—;sz (2k)! » per et

k=1 .2k-1 -2k
EZBH:( D77 d=-2")_1
=1 (2! 4

(5.15)

Il risultato della (5.15) ¢ reale, e risponde esattamente al risultato del
calcolo eseguito con un programma di matematica.
Nello svolgimento dei calcoli abbiamo utilizzato la serie divergente (2.03).

I numeri di Bernoulli sono numeri razionali, e rispondono alla seguente formula

. z n
ricorrente: B, = Z{k}Bk ., By=1ln>1
k=0

6.00 Sui numeri di Eulero

k
Consideriamo la serie: ! = Z E, S (6.01)
coshx 5 = k!

La serie (6.01) converge per |x| < % e diverge per|x| 2%
I'numeri E, sono i ben noti numeri di Eulero
I'numen E, ,=0; E, >0; E,, <0, (k=01.2,...)
I valori dei primi numeri di Eulero sono:

E,=1,E,=—1,E, =5,E, =61, E, =1385

Poiché la serie (6.01), per |x| > %, diverge, applicando, alla (6.01), I’integrazione di cui

o e
al punto 3.01, troviamo: ——dx =) E, — xfe ™ dx = E 6.02
P 0 cosh x z L ,; 2k ( )

Sviluppando i calcoli del 1° membro della (6.02), ricaviamo:

—X

[ ar=] fe_xijdx = 2 (D [ e =

cosh x =

“1
=23 (- >(2k 2 >(k T T =2

k>0 k>0 k>1
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Pertanto, per la (6.02), otteniamo: Z E, =1n2

k>0
Quindi, chiaramente, il 1° membro della (6.03) costituisce una serie divergente,
rappresentata dal valore (In2).

Nel testo [4], a pag. 549, troviamo la formula seguente, (formula 4.271-6):

. 2n d‘x _ T 2n+l
L (nx) 1+x> (E) Ea,
Poiché E,, >0, e, E,,, <0, abbiamo:  E, =(=1)"(2)" [ o> dx
" e ’ . o T 0 1+ x?
Applicando, alla (6.05), la (3.04), otteniamo:
y
ZE2k=—j0 41 1dx =(x=¢) =27 — 14 1e
k>0 1+72(1n.X)2 +.x 7‘[ + y +€
T
-1 1 -1 1
Lc 7 +4y* coshy e J“"“ 144z cosh(mz)

Confrontando la (6.03) con la (6.06),

1

H= dz=1n2
L’ 1+ 47> cosh(m) :

ricaviamo la formula:

Nell’ Appendice B, punto 4.0) abbiamo riportato il calcolo dell’integrale

- L’ 1+ 47> cosh(m)
dimostrando che il 1° membro della (6.07) ¢ esattamente uguale a (In2).
La (6.07) € una relazione reale, ricavata dal confronto di due relazioni

ottenute utilizzando serie divergenti.

Il procedimento eseguito deve, pertanto, ritenersi valido anche in questo caso.

Nell’ Appendice B, punto 4.1) abbiamo verificato la formula (6.05), utilizzando, sia il 2°

teorema integrale di Cauchy, sia il metodo del limite e derivata.

6.01 Ponendo, nella (6.01), x=iz,

—iz : Nk k 2k
otteniamo: 2¢ — = ZEk @) _ ZEzk( D"z
I+e™ = k! >0 (2k)!

L’ultimo membro della (6.08), per |z| > % , rappresenta una serie divergente,

e quindi, applicando, alla (6.08), I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

26 e _ LK [T x(i2ki) (_1)k _
J.o P 23 1 fe d _221+i(2k+1) -

k=0 k=0

k=0 k=0 k=0 k=0
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dz , ottenuto utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,

_ (=D" (=D* 2k +1) .
_221+(2k+1) Z1+(2k+1) =2 En (2k),f Hedz= ) By ()

(6.03)

(6.04)

(6.05)

(6.06)

(6.07)

(6.08)



Uguagliando le parti reali della predente relazione, otteniamo:

23 ) oY B () =Y By =Y Ey =Y (Ey +Ey ] (6.09

~ =
o 1+ (2k+1)" 1= =0 >0 >0

L’ultimo membro della (6.09) ¢ una serie divergente, rappresentata dal valore
della serie convergente del 1° membro.
Utilizzando un programma di matematica, abbiamo ottenuto, per il 1° membro

della (6.09), un valore pari a 0,851682.
Quindi: D IEy +|Ey..|] =0,851682

k=0

Ponendo nella (6.08), z :%,

k .2k
otteniamo: ZEZk( D 'sz = — 2 — = 2 —= \/1_ -2,
S oot T s w2
4 2
. st e
cioe: Z[E |E4k+2|—] =2 (6.10)

—_— +
5T (41 (4k +2)4*+?

La serie del 1° membro della (6.10) costituisce una serie, rappresentata da V2
Abbiamo verificata la (6.10) utilizzando un programma di matematica.

6.02 Riprendiamo la (6.01).

=23 (e =N E T (6.11)

Sviluppando, abbiamo:
cosh x 0 =0 k!

Derivando, n volte, la (6.11), rispetto ad x, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:

22(—1)"(—1)"(2k+1)” =FE (6.12)
k=0
Per n=2m, dalla (6.12) ricaviamo:

2) (D" @2k+D)*™ = E,, (6.13)

k=0

Per n=2m-1,(im=1, 2, 3, ...), dalla (6.12) otteniamo:

> (=D 2k +1)*"" =0, in quanto E,, , =0 (6.14)

k>0
Ponendo, nella (6.12), n=0, troviamo:
I-1+1-1+... = l
2
Ritroviamo, ancora una volta, la (2.03)

Ponendo, nella (6.14), m=1, troviamo:
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Z(—l)k(2k+l):2(()—1+2—3+...)+(1—1+1—1+...)=—2%+l=0

k>0 2
Abbiamo, cosl, utilizzato le serie divergenti (2.05) e (2.03).
Moltiplicando i membri della (6.11), per e ™, p >0,

k —px

abbiamo: 2Y (e = Y g C (6.15)

k>0 >0 k!

Derivando, n volte, rispetto a x, i membri
della (6.15), tenendo presente quanto indicato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo
dopo, x =0, ricaviamo:

lim E (n . , n
2 —1 k _1 " 2 1 "= k. kNG ¢ ,—px\(n—=j) — E _ n—k
é( ) (=1)" 2k +1+ p) x_)();k,,;[jj(x) (e™) z k@( P)

cio 2) (D" 2k +1+p)"= D E, (ZJ(—N (P (6.16)
k=0 k>0
Per p=1, abbiamo:
2> (-0t 2k+2) =S E| " [-1* 6.17)
k=0 k=0 k
Essendo E, . =0, dalla (6.17) ricaviamo:
S D k)= 20 B " (6.18)
k=0 k=0 2k
Per n = 2m, dalla (6.18) abbiamo:
2
DD ) =1 =2 43 -4 4= 2-<2m+1>ZE2k( " (6.19)
k=1 k>0 2k
Tenendo presente la (4.27), troviamo:
S £, 2" =0 (6.20)
=/ '

Abbiamo ottenuto la (6.20) utilizzando la (4.27) che ¢ una serie divergente.
Per n=2m-1, dalla (6.18) ricaviamo:

2m—1
Z(_l)k—l (k)Zm—l — 2—2sz2k( m j (621)
= >0 2k
Tenendo presente la (4.28), troviamo:
2m _ 1 2m 2m __
> E, = MBM (6.22)
k>0 2k 2m

Abbiamo ottenuto la (6.22) utilizzando la (4.28) che ¢ una serie divergente.

6.03 Relazione tra i numeri di Eulero ed i numeri di Bernoulli
(E,, in funzione di B,)

E’ noto che: = - (6.23)

Moltiplicando ambo i membri della (6.23),
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per 2xe”, otteniamo: 2xe = 2xe’ _ dxe (6.24)

e +1 ¥ -1 e -1
Tenendo presente le (6.11) e (4.03), ricaviamo:

2k+l
(2x) (4x)‘e
=2 Ey _Z ; —ZB
2l >0 (2k)‘ e’ Py e >0 k!
2k+1 k x
Pertanto: Z . = Z (2x) ¢ —Z (4x) ¢ (6.25)
k=0 (2k)' k=0 k=0

Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad x, la precedente (6.25), e ponendo dopo, x =0,

k 2n+1 2n+1
ricaviamo: 2n+1)E,, = ( 2xe )& =D B, “) Z( ! j(xk)(h) (e L, (6.26)
- k=0 h=0
Osserviamo che: 2xe = ZZx o (6.27)

k=0
Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad X, 1 due membri della precedente, e ponendo

dopo, x =0, abbiamo: ( )(2””) -2(2n+ I)Z(1+ 2k)*" =0, in quanto ¢ (—2n) =0
- k>0
Quindi, dalla (6.26), tenendo presente quanto

indicato al punto 4.00, 7° capoverso, otteniamo: E, = ZBk4 (6.28)
2n+143 k
1 U 2n+1
ciot E, = 2— B, 4%*
o 2n+1; * [2k j
La (6.28), in alcuni testi, viene indicata
nella seguente forma: E, = -1 (1+4B)*"", (6.29)
2n+1

con I’avvertenza di sostituire, nello sviluppo del 2° membro della (6.29), B* con B,
( vedasi Testo [4] , pag. 1079, formula 9.635-3)

7.00 Sui numeri di Genocchi
(Angelo Genocchi, nato a Piacenza il 5 marzo 1817, morto a Torino il 7 marzo 1889)
Consideriamo la serie

=>G, (7.01)

e"+1 =
La (7.01) ¢ una serie dove i coefficienti G,, rappresentano 1 ben noti numeri di Genocchi.
I primi valori di G,, sono dati da:
G, =0,G, =1G, =-1,G, =1,G, =-3,G, =17,G,, =-155,G,, = 2073
Perm=1,2,3,...., G =0

I numeri di Genocchi G,,, sono legati ai numeri di Bernoulli dalla seguente formula:

2m+1

G,, =2(1-2"")B,, (7.02)
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percui: G, >0, G, ,<0, (m=123,...)
( per la formula (7.02), vedasi Testo
La (7.02) ¢ facilmente dimostrabile.

, apag. 49)

Infatti: 2x = 2x 22(2x) ;  sviluppando, otteniamo:
e+l e -1 e -1

2x X"
=x+>G, ——;
x 2.Goy (2m)!

e +1 m>1
2m 2m
X = 1_1_’_232”1 X : +szm (2)6) :
e —1 2 = (2m)! e i 2m)!
uindi: x+ZG i—z 1_£+ZB X" —2l- +ZB (2x)2'”
e S omy T2 & 25 oy

o 2m o XZm
c10¢, Z sz m =2 |:Z B2m (1 2 )

m>1 m=1 (2m)'
Uguagliando i coefficienti delle potenze di x con lo stesso grado, otteniamo facilmente
la (7.02). La serie (7.01) converge per x< 7, e diverge per x = 7, e, quindi, applicando,

alla (7.01), I’integrazione di cui

al punto 3.01, troviamo: J.: Zfe 1dx ZG —.[ e “dx (7.03)
e + k>0

Calcolando I’integrale del 1° membro della (7.03), troviamo:

J-: 2)@ x —J- 2xe” fxd _22( 1) J' xe D gy = 22( NG

e’ +1 >0 10 (k + 2)
2 —Xx 2
—2-" . cioe: [ 2% p=n-" (7.04)
6 0 e"+1 6
Per il 2° membro della (7.03), troviamo:
7’ 7’
>.G, =2-"—,dacui .G, =1-=— (7.05)
k>0 6 k=1 6

2
Il 1° membro della (7.05) definisce una serie divergente, rappresentata dal valore (1— ”—)

Ora, dalla (7.02), ricaviamo: Y G,, = 2> B, —> 2*""'B, (7.06)

m=1 m=1 m=1

Tenendo presente la (5.03), ed applicando la (3.04), ricaviamo:

ZzzmuBzm 222m+1( 1)m -1 __-2m J’O

m>1 m>1 (S nh -x) ( ) '[) SIHh x
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© X 1 y? 1
=8 dx = = ~d
IO (sinhx) T° +4x7 (= 2) I (sinh )2 7t +y? g

2

y 1
dy
(sinh 2y F Y
2

Nell’ Appendice B-punto 5.0) abbiamo calcolato 1’Integrale L =J.:

applicando il teorema dei “Residui”, piu precisamente il 2° teorema integrale

di Cauchy, ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:

2 2
L= Y L =% _4 (7.07)
0 Yo 4y’ 2
(sinh 2)> Y
2
Pertanto, dalla (7.06) abbiamo: > G, =2 B, — (——4) (7.08)
m>1 m=1
Tenendo presente la (7.05), dalla (7.08)
2
ricaviamo: 2> B,, _(1——) (——4)_ —
m=1
T 3
da cui B, =— 7.09
; 2m 2 ( )

che ¢ perfettamente identica alla (5.02).
La relazione (7.04) e I’integrale che figura nella (7.07) li abbiamo ottenuti utilizzando
serie divergenti.

Pertanto, ¢ da ritenere valido, anche in questo caso, il procedimento seguito.

7.01 Ponendo, nella (7.01), x = iz, otteniamo: 21 =G, (’Z) (7.10)
e+ >0
.. . 2m m
ciog: 2iz COSZ+12 lSI‘nZ > =iz+ Lz ZGM& +iz (7.11)
(cosz+1)" +(sinz) cosz+1 = (2m)!

Uguagliando le parti reali della (7.11), ricaviamo:

. 2m m 4m+2
zsin z z7"(=1)
= G _—m —_
cosz+1 % 7 2m)! ZO ;) 2 Ama )l
4m+2
_% 4m . MZO| 4m+2| (4 +2)‘
T . 1 4m 1 T 4m+2 z
Per z =—, otteniamo: G,,—— Gpr|——— — 7.12
: Z[ " o ),<2> ol 55 P13 (7.12)

La serie del 1° membro della (7.12), costituisce una serie, rappresentata da %

La (7.10), per z >, ¢ una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.10), I’integrazione
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di cui al punto 3.01, ricaviamo:

- 2 N e ‘
J. et =X dz=ZGm(lLJ. 7"e "dz, da cui:
0 e +1 = m! 70

- 2 Ii+ik -1 (1
J e = 2 ) [ e s = 23 ) 21y (-1) ﬁ:

+1 k>0 k=1 ( k=1

. 1lk2
—212(—1) A1k Z( n A1k k)

k=1 k=1

> G, 0 J. e dz =) G, ()" = 3G, (=D)" +i=1+) (G,, ~G,,,) +

m=0 m=0 m=0 m=1

Uguagliando le parti reali dei risultati delle due precedenti relazioni, otteniamo:

14> (G, =Gypn) = D (= ) A da cui
= (1 +k? )
> (G HGuna)= DD 51 =-0,236575 (7.13)
m=1 k>1 (1 k )

0
-z

Abbiamo verificato che la parte immaginaria dell’integrale L e

: dz ¢ uguale ad i,
e +1

mentre la parte reale dello stesso integrale ¢ uguale a (1 —0,236575).

Il 1° membro della (7.13 ) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore -0,236575.

7.02 Sostituendo, nella (7.01), -x ad x, abbiamo: = Z (7.14)
k=0
La (7.14), per x = x, ¢ una serie divergente, per cui, applicando, alla (7.14),
I’integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:
1)’1‘1 _x )
I d = ZG dx, dacui
0 e + 1 m=0
‘r"e_x —2x dx = _22(_1)kj-°°xe—x(l+k)dx - _ Z( ) - _7[_2
0 e_x + 1 k>0 4 k=0 (1 k) 6
1) o m
ZGm j dx = 3G, ()" = -1+.G,,
m=0 m=0 m=1
Uguagliando i risultati delle due precedenti relazioni, troviamo:
>G,, = 1—— (7.15)
m=1
Ritroviamo, cosi, la (7.05).
7.03 Sostituendo nella (7.01), x = py, con p>0,
k
otteniamo: ﬂ = sz ﬂ (7.16)

e” +1 = k!
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Operando sui due membri della (7 16) abbiamo:

2pyY (=Dfe M = (7.17)
k>0 k>0
Moltiplicando, per e” =) "ambo i membri della (7.17), troviamo:
k ,y(p—1)
2pY (=) ye i =g LY 7.18
pé( ) ye Z T (7.18)

Derivando, n volte, rispetto ad y, i due membri della (7.18), ricaviamo:

ZPZ( 1) Z( J (j)[e—)’(l+p/<)](n—1) ZG Z( j )(J)[ y(p- 1)](n J) (719)

k>0 720 k>0 ! 20

Ponendo, nella (7.19), y=0, e tenendo presente quanto precisato nel punto 4.00, 7° capoverso,

. . -n"! o[ 7 nmk
: DA+ pk)"" = G (j( - =
ricaviamo kzz(; p 2pn kzz(; P I p
_ED = =D u| 1 -2k
= 5 + 2om ;G%p ok (p-1 (7.20)

Esamineremo vari casi:
a) Casodin=2m (m=1,2,3,...)

Ponendo, nella (7.20), n=2m, ricaviamo:

B _1)2m—1 1 2 i
_1k1+k2m1:_(p _ G 1)2m-2k 721
é( ) (1+ pk) 5 4pm; wP™| o, (=D (7.21)
Ponendo, nella (7.21), p=1, troviamo:
1 1
DA+ =Y Dk = -—G,, = — 2" -1)B 7.22
é( ) (1+k) Z( ) 2y Gan = 5 - )B,, (7.22)

Ritroviamo, cosi, la (4.11b)

Dalla (7.21), per p=2, ricaviamo:

1 1 2m 1
-DFA+28)"" ! =————N "G, 2% = B, 2% 2* -1 7.23
é(n ) : mZ [%j 24;2k ( )(J (7.23)

Poiche il 1° membro della (7.23) ¢ uguale a zero, come risulta dalla (6.14), dalla

medesima (7.23), ricaviamo:

o[ 2m
> G2 o = —4m (7.24)
k=1

La precedente relazione (7.24) consente di calcolare i numeri di Genocchi.
Nell’ultimo passaggio della (7.23) abbiamo utilizzato la (7.02).

Per m=1, dalla (7.23), ricaviamo:
1-3+5-7+... = —l+£l(3):0 (7.24a)
2 46

b) Caso di n=2m+1
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Ponendo, nella (7.20), n = 2m+1, abbiamo:

S enasphy = 20T, ZGka“(Zm”

>0 2 2pC2m+1) =5 2k

Ponendo, nella (7.25), p=1, abbiamo:

DEDA+E)T =D (=D =0

k=0 k=1

Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per p=2, dalla (7.25) ricaviamo:

2m+1
S D A+ = LS, 0% T
>0 2 4Cm+1) = 2k

LS
2 202m+1) &

dalla medesima (7.27) ricaviamo:

k=1

B 22k 22k _1
2.5 27 )[Zk

2m+1J

Poiché il 1° membro della (7.27) ¢ uguale a %Ezm , come risulta dalla (6.13),

La (7.27a) collega i numeri di Eulero con 1 numeri di Genocchi.

Nell’ultimo passaggio della (7.27) abbiamo utilizzato la (7.02).

7.04 Consideriamo I’espressione seguente:

X 2x 2x

x X =X 2x
e"—le +1 e —1

Ricordando la (4.03) e la (7.01), abbiamo:

k=0 m=0

Derivando, n+1 volte, rispetto a x, i due membri della (7.29), e ponendo dopo, x=0,

n+l

+1
troviamo: Z[Z JB,(GHH,( =B,2"(n+1), n>0.

k=0

xk x"
O B, F)(Z G, )= > B,

h=0

](p )22k

3G, 2 ) omtE, 1
2% 2k = m+1)(E,, —1)

2h xh+l

h!

o 2m+1 5
Pern=2m, (m=1,2,...), >, L Goirs =B, 27" 2m+1)
k=0
) m(2m+1 5
da cui (2m+1B,G,,, + Z 2k 2%k G2m+l—2k =B,,2 "(2m+1)
k=0
Poiché G,, ., =0, la precedente relazione (7.32), si riduce a:
(2m+1)B,G,, + 2m+1)B,,G, =B,,2"" (2m+1)
da cui —%sz +B,, =B,,2"
ciog: G,, =2(1-2"")B,,

Ritroviamo, cosl, la (7.02)
Osserviamo che la precedente relazione ¢ valida anche per m=0
Per n=2m—1, dalla (7.30) ricaviamo:
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(7.29)
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(7.32)



- 2m 2m-1
Z 1Gopi = B,,, 27" (2m) (7.33)
oo\ k

Per m>1, abbiamo:

m (2m
> o Gy ny =0 (7.34)
k=0

La (7.34) rappresenta un’altra relazione che lega i numeri di Genocchi ai numeri
di Bernoulli

8.00 Sui numeri di Catalan
(Eugene Charles Catalan, nato a Bruges, Belgio, nel 1814,
morto a Liegi nel 1894)

Consideriamo la serie Z( D’ ( j (8.01)
oo k+1

La serie (8.01) ¢ una serie convergente per |x| < i ed ¢ divergente per |x| 2% .
I valori assoluti dei coefficienti delle potenze della serie (8.01) rappresentano i ben
noti numeri di Catalan, di cui i primi valori, per k=0,1,2,3,...,

sono dati da: 1, 1, 2, 5, 14,42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...

Dalla (8.01), ricaviamo:

(=D ko (D" TQk+1 K
;k+1( J - ;k+1l"(k+1)l"(k+l)x -

1.3
92k I'(k+ )F(k +1) (=) T'(k + E)F(E) k

D' L1
2T Ve T T IR CETEN=ENUE)
2

=—Z( ~4)*x kjt - t)2 i (8.02)

k>0

Applicando la (3.04) alla (8.02), ricaviamo:

-

1 3
Z( b” = Ej‘lﬂ =n? = (t=—2") = 2 Y 2
k>0k+1 7T 0 1+ 4xt I+y 1+y1+y+4xy

1

- 1 .y
=3I y2 1 1+4x dy =z E(sinz)_l +21+4xj- y? dy _
I+y 1+y+4xy —4x mw—-4x 2 T —4x 0 1+ y(l+4x)
1 21+4x 1 . T V1+4x -1 L
= += r(sin—) = ——, c1oe:
—-2x 7 4x A1+4x 2 2x
(-1* o \/1+4x—1
> —_— (8.03)
oo k+1 2x
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L

o 2
Ricordiamo che: L 1y dy = 7(sin %)_1
+y

V1+4x -1

Pertanto, la serie (8.01), per 4x=>1, ¢ una serie divergente, rappresentata da 5
X

4n-2
n+l

Per 1 numeri di Catalan , ¢ valida la relazione ricorrente C, = C,., nx2
n—1

La relazione C, = ZCk C,_. c¢dovuta al matematico Segner.
k=1

I numeri di Catalan risolvono molti problemi di matematica discreta.

(—1)* (2k] _ @

k 2

Dalla (8.03), per x=1, abbiamo: Z

1 (8.03a)
k>0

Il 1° membro della (8.03a) costituisce una serie divergente, rappresentata da:

Il valore rappresenta la sezione aurea di un segmento di lunghezza unitaria.

Moltiplicando, per x, ambo i membri della (8.03), e derivando rispetto ad X, otteniamo:

2k 1
—F k= 8.04
;( : (k Jx V1+4x ( )

Ora, il 1° membro della (8.04), per 4x > 1, costituisce una serie divergente,
per cui., applicando, alla (8.04), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

2k ) e oo 1 _1\k n-(2k+3)
DD e =] e & _l+e4[ﬁ_zzﬂ 2. cioe
= ko) 0 Jl+4x 2 2 iE Ok 2k+3

2k ] 1 1k A—(2k+3)
DD k!:Z(—D"@ = —l+e4[ﬁ—2ZQ SR (8.05)
P k P k! 2 2 Skl 2k+3

Il 1° membro della (8.05) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore
dell’ultimo membro della (8.05), che ¢ uguale a:  0,545641.

dx
V1+4x

I1 calcolo dell’integrale M = L T

I’abbiamo riportato nell’ Appendice B, punto 5.1).

9.00 Sui numeri di Stirling di seconda specie.
(James Stirling, scozzese, nato a Garden (Stirlingshire) nel 1692,
morto a Edimburgo il 5 dicembre 1770)
Il numero di Stirling di seconda specie, S(n.k), rappresenta il numero di raggruppamenti

di n oggetti distinti in esattamente k gruppi (vedasi Testo [1 1] apag.79).
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Essi derivano dalla serie: (e Z S(n k) — (9.01)

n=k

Derivando, n volte, rispetto a x, € ponendo

RPN (O
dopo, x=0, troviamo: S(nk) = {(e k'l) }

x=0
dove con S(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling di seconda specie.
Per ogni k intero non negativo, n=k, detti numeri sono tutti numeri interi positivi.
I primi numeri S(n.k) sono forniti dalla tabella seguente, che costituisce il Triangolo

di Stirling di seconda specie:

1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 152510 1
1 31 90 65 15 1

9.01 Sostituendo, nella (9.01), -x ad x,

abbiamo: (9.02)
n=k
Per x>1, la serie al 2° membro della (9.02) ¢ divergente, per cui, applicando,
alla (9.02), I’integrazione di cui
S L (e D" 0 s
al punto 3.01, otteniamo: L e k dx ;S (n, k)—J.0 x"e"dx (9.03)
X __1\k - X __1\k
Operando sui due membri della (9.03), ricaviamo: IO e‘x%dx = —J.O %de"‘ =
N 0 _1 k _1 k+1 _1 k
=(e=y) =_.|'Mdy=_ b _ &
L kKlk+1)  (k+1)!
> S(n, 0! x'edx = ) S(nk)(=D)"
n=k n=k
Uguagliando i risultati delle due ultime
k
relazioni, ricaviamo: ZS (n,k)(-1)" = (E{ 1)1)‘ (9.04)
n>k .

Per k=1, troviamo: ZS(n,l)(—l)" _ 1

n2l

Poiché S(n,1) =1 per qualsiasi n intero positivo, dalla precedente

relazione, ancora una volta, otteniamo la (2.03), cioe¢: 1-1+1-1+..=—
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La serie indicata al 1° membro della (9.04), per ogni valore di k intero positivo,
costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore del 2° membro della medesima
(9.04), che dipende solamente da k. Osserviamo che S(n,0)=0, S(0,0)=1.

9.02 Ponendo, nella (9.01), x=iz,
otteniamo: L ZS( k) —— (ZZ) (9.05)

n>k
La serie del 2° membro della (9.05), per z>1, ¢ divergente, e qumdl, applicando, alla (9.05),
I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

<z (eiZ_l) () n_—z
J’Oe - ;S( n, k)~ jz dz

Operando sui due membri della precedente relazione, ricaviamo:

-z (elZ _1) ( —z+izj ( ( 1)] _
[ Lo S

~ij
(=D D) & ED (R D
=2 (]JH] ZJZ; k! (Jnf’

D Sk =D S@nk)(=D)" =Y S2n—1,k)(-1)"

n=k n>k n>k

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, abbiamo:

25(2 oD = kl) Z( jf:; (9.06)
(-1 J=D’

SQn-1Lk)(-1)" = e (9.07)
Zk " ,Z(; (leﬂ

I primi membri delle (9.06) e (9.07 ) costituiscono, per ogni k intero positivo, serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dal valore finito dei secondi membri delle
predette (9.06) e (9.07).

Per k=1, essendo S(2n,1) =1, e S2n-1,1) =1,

dalle (9.06) e (9.07) ricaviamo: I-1+1-1+...=—

Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03).

10.00  Sui numeri di Stirling di prima specie.
Il numero di Stirling di prima specie, o numero dei cicli di Stirling, s(n,k),
rappresenta il numero di permutazioni di n oggetti che hanno esattamente k cicli

(vedasi Testo [11] a pag. 80).

Essi derivano dalla serie: w z (n, k) (10.01)
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dove con s(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling
di prima specie. Derivando, n volte, rispetto ad x, ambo i membri

[ln a+ x)](n)

della (10.01), e ponendo dopo, x=0, abbiamo: s(n,k) = T

|- 1) F(n)(—l)”‘1

Per k=1, troviamo: s(n,1) = [(1+ 0 (1)

=(=D""(n-1)! (10.02)

I primi numeri de Stirling di prima specie sono forniti dalla tabella seguente, che rappresenta

Il Triangolo di Stirling di prima specie:

1

-1 1

2 31
-6 11 -6 1

24 -50 35 -10 1
Per ogni k intero positivo, i valori di s(n,k), n>k, sono numeri interi a segni alterni.
Per x>1, la serie al 2° membro della (10.01) risulta divergente, per cui, applicando,

alla (10.01), I’integrazione di cui

. = _ [Ina+x] 1, .
al punto 3.01, abbiamo: L e de = ZS(n,k)a.[o x"e dx

n=k

da cui ricaviamo: ZS(n k) = .[ w (10.03)
n=k .

Ponendo , nell’integrale indicato nel 2° membro della (10.03), 1+x = e”, otteniamo:

J'O [ln(ll-:x)] k'J‘ yk —(e’-1) ydy_ z( ) !jowykeyh+2ye—ydy=

h>0

(h+2) koo (h+2)"
=2 )h,z )yt yerdy=="3 (- )h,Z (k)=

h>0 v=0 h>O « >0
- z( D' D (h+ 2)( vj,cioé:
h>0 ' v>0

L x [1n(1+X)] Sl b2} N Z( }:Y) Z(h+2)"(i+v};pertant0:

k h=0 <20
k+v
> s(n,k) —ez( D Z(h+2)v( j (10.04)
n>k h=>0 - v=>0 k
La serie indicata al 1° membro della (10.04) costituisce, per ogni k intero positivo,

una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro.

[in@+
k!

L’integrale J e dx lo possiamo calcolare anche nel modo seguente:
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- ‘ li =
e @+ of , 1 tim D ["(1+x) e dx = (14x=y) =

k! kle =0

1 lim DY ~0D g _ 1 lim DO (1) o=0D L oe vt
= e oD et dy= T DI () e Ny [yt e dy] =
=£ lim D”‘)[F( +1) Z( ;] — E[r(k)(l)_ZEﬂ]
kle > = h! e+h+1 k! = h! (h+1)*"
. * 1 (-D"
Quindi: Zs(n k) = — F D]+ (=D* Z A (10.05)
n=k h>1 h‘ h
Il 2° membro della (10.05) rappresenta una formula che ci indica, in modo piu
evidente, che essa fornisce, per ogni k intero positivo, un valore finito.
Per k=1, dalla (10.05) ricaviamo:
D s(nl) = e[l (1) - Z( Z(
n>1 h>1 h'h h>1 h'h
Tenendo presente la (3.08), rileviamo che: ZS(n,l) = Z(—l)" k!
n21 k=0
Confrontando la (10.04) con la (10.05), otteniamo:
k+ 1\ Itk
o) = Z( V'S (hs2y ( VJ ~yLEb (10.06)
h=>0 ' v>0 h>1 h' h

Nell’ Appendice B, punto 7.0), abbiamo indicato un modo per calcolare il valore diT"* (1),

utilizzando la formula seguente:

I lim & (k—1Y |
() = 1m0[r(1+e)lp(1+e)]“‘” - Z(_ )1‘”)(1+8)‘P“”)(1+e),
E—

E—03\J

dove I'd+e)=I'd+&e)¥d+¢), e, Y(l+e)= J.—dt—}/

Dalla (10.02), otteniamo:

> snh=Y (=1)'nl= [ " In(l+ x)dx = (y+ Z(k'lz

nl n=0 k=1

(10.07)

La serie indicata al 1° membro della (10.07) costituisce una serie divergente,
rappresentata dall’integrale che figura nel 3° membro della (10.07), il cui valore ¢ 0,596347,
come si rileva dalla (3.08).

Per k=0, dalla (10.06)
abbiamo: > D Sy =y 1) > (h+2)" j t'e”dt =

h=0 ' v=0 h=0 ' v=0

. . o, _
=ZQL e'e'"Ddt =L eledi=e":

=0 !
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1D )t
;‘h!(hﬂ)_hg‘ oo @b

Sommando 1 risultati della ultime due relazioni, otteniamo il risultato finale

che ¢ uguale ad 1, come era da aspettarsi.

10.01 Ponendo, nella (10.01), k=1, x =iz,

otteniamo: In(1+iz) = Z s(n,l) (zz? , clog
n=1 n.
L+ 2% +iarctanz = > s@n(=1)" < —iY s2n—11)(-1)" i
2 =1 ’ (2”)! n>1 ’ (2n - 1)!
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie della precedente relazione , ricaviamo:
2n
n < 1 2
s2n,1) (-1 = —In(l+z 10.08
Z}: (2n,1)(=1) 2n) ~ 2 ( ) ( )

2n—1

-1 =L
;s(n DED (2n—-1)

Per z>1, le serie indicate al 1° membro delle (10.08) e (10.09) sono serie divergenti,

= arctan z (10.09)

per cui, applicando, alle predette relazioni, I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

> s@n(=1)" = %j:e—z In(1+2)dz (10.10)

n=l
> s@2n=1(=)""=["¢ " arctan zdz (10.11)
nz1

Sviluppando i calcoli degli integrali delle due relazioni precedenti, abbiamo;

1 « -2z 2 — < Ze—z — k ' —
Sk e+ 2hdz= [ e = XD kD! = 0343378

k=0
” -z “ e—z k
[earctanzdz = ["——dz = Y (~)" (2k)! =0,62145
0 0 1+z k=0
Dalle relazioni precedenti si evince, chiaramente, che le serie indicate nei primi membri
delle (10.10) e (10.11) sono serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dagli integrali
indicati nei secondi membri delle medesime relazioni, i cui valori numerici sono,

rispettivamente, 0,343378 e 0,62145.

11.00 Sui numeri di Bell (Eric Temple Bell, nato a Peterhead, Aberdeen, Scozia,
11 07.02.1883, morto a Watsonville, California, il 21.12.1960).
Il numero di Bell rappresenta il numero totale dei modi di disporre n oggetti in gruppi

(vedasi Testo [1 1] a pag. 80 ).
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I numeri di Bell derivano dalla serie e’ = an a 11.01)

dove i numeri b, indicano i numeri di Bell. I primi valori dei numeri di Bell,
per n=1,2,3,..., sono dati da: 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, ...

I numeri b, sono tutti interi positivi, e definiti dalle relazioni seguenti:

bn+1:i(2}k; bn :iS(n,k), b():l (1102)
k=0

k=0

(vedasi Testo [10], a pag. 210).

kx n

e X

Dalla (11.01), ricaviamo: e =>.b,

i k! o n!

Derivando, n volte, rispetto ad X, i due membri della relazione precedente, e ponendo

n

dopo, x=0, otteniamo: b, =e (formula di Dobinski)

k>0
Alcuni testi indicano 1 numeri di Bell con la lettera B. Altri testi li indicano con la lettera b.
Noi abbiamo preferito indicarli con la lettera b per distinguerli dai numeri di Bernoulli

che, generalmente, vengono indicati con la lettera B.

11.01 Sostituendo nella serie (11.01), -x ad x,

troviamo la relazione: e =S (-1, (11.03)
n!

n=0

La serie (11.01) converge per |x| <1, e diverge per|x| 21, per cui, applicando,

alla (11.01), I’integrazione di cui al

. . < e -l —x _ n I n_-x
punto 3.01, abbiamo: [Teemdr = Y (1) bqjo x"e dx (11.04)

0
n=0
Dal 1° membro della

N N R S MINE N e S SN I L 3t AR
(11.04), ricaviamo: Le e 'dx = —e Le de”’ =(e " =y)=—e¢ jledy—l e

o . n 1 © n —x n .
Dal 2° membro della (11.04), otteniamo Z(—l) bn; IO x"e dx=Z(—l) b,

n=0 n=0
quindi: Z(—l)"bn =1l-¢" (11.05)
n=0

La serie indicata al 1° membro della (11.05) ¢, chiaramente, una serie divergente,

ma & rappresentata dal valore 1—¢”'

Dal 1° membro della (11.05), ricaviamo: Y (=1)"b, = 1+ Y_(b,, —b,,,)

n=0 nx1

da cui D (b, —b,,) = —e (11.06)

n=l
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11 1° membro della (11.06), costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore (—e™').

11.02 Ponendo, nella (11.01),

ikz . NI
. . _ iz _ e lZ)

X = iz, troviamo: ele’ = e IZ— = an(
> k! n>0 n!

(11.07)

La serie indicata nell’ultimo membro della (11.07), per z>1, ¢ divergente, per cui, applicando,
alla (11.07), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

e—lZ%'[je—zeikzdz — an I:e—z (lfl_?ndz , da cui

k=0 n=0

eflzl.roefzeikzdz - 671 l 1 — efl l 1+lkz —

oyl Ul &

= — ie _— 11.08
RN+ k? kN+k° ( )
b o0 -z (lZ)n _ N n . n
> njo e sz = > b,®" =) by, ()" =iY by, (1) (11.09)
n=0 . n=0 n=0 n=1
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie degli ultimi membri delle relazioni
(11.08) e (11.09), otteniamo:
1 1
by, ()" = ey — (11.10)
Z(; ’ S+ K
1 k
by, (-1)' = -y ————; (11.11)
zl o S+ k
R " a1 1
ciog: ZbZn(—l) = Zb4n - Zb4n+2 =1+Zb4n - Zb4n_2 =e” = 5
>0 =0 >0 n>1 =l i k!'1+k
zbZn—l(_l)n =-1+ zb4n—l - zb4n+l =-e Lk ,
n>l n>l n>l SkI+k
1 1
da cui: b,,— > b =e' Yy — —1 =-0,40427
; 4n ; 4n-2 — k' 1+k2
1 k
by, —>b, =e'y — -1 =-0,7198;
; 4n+1 ; 4n—1 — k' 1+k2
cioe: b, —b, +b; —b, +...=-0,40427 (11.12)
bs—b,+by—b, +...=-0,7198 (11.13)

Pertanto i primi membri delle (11.12) e (11.13) sono serie divergenti, rappresentate,

rispettivamente, dai valori —0,40427 e —0,7198.

12.00  Sui numeri complementari di Bell

I numeri complentari di Bell derivano
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dalla serie e = b, (12.01)
n=0 n'
dove b_n rappresentano i numeri complementari di Bell.
La (12.01) ¢ una serie a segni alterni, ma non regolari. I primi valori dei numeri
complementari di Bell sono dati da:
b =1b =—1b, = p =t =2 p =3
3 4 5 2
.. X (e ) - x"
Dalla (12.01) ricaviamo: Z( 1) b,—
k0 N
Derivando, n volte, rispetto ad x, la precedente relazione, e ponendo dopo, x=0,
otteniamo la seguente relazione: b_n = Z(—l)kS (n,k) (12.02)
Per x>1, la serie al secondo membro della (12.01) costituisce una serie divergente, e
quindi, applicando, alla (12.01), I’'integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
j e e ™ x=(e”‘=1+y)=r;e_ydy=—j _}d——l —d
0 (1+y)® O l+y O l+y
Ricordando la (3.07), troviamo:
e e dx = 1+ y+ - 12.03
Joe v Z m (12.03)
zzlr x'e“dx=Yb, (12.04)
n=0 n' 0 n=0
. =D"
Pertanto: Db, = ely+). T |7 0596347 (12.05)
nl k=1 .
La serie del 1° membro della (12.05) costituisce una serie divergente, rappresentata
dal valore del 2° membro della (12.05), che ¢ uguale a —0,596347 .
Dalla (12.01) ricaviamo: Z( D' e = (12.06)
k=0 n=0
Derivando, n volte, rispetto a x, ambo i membri
della (12.06), e ponendo dopo, x=0, troviamo: Z( 1) k = e‘lz (12.07)
k=0
12.01 Sostituendo nella (12.01), -x ad x, troviamo: ¢ = = an (1208)

n>0
Per x>1, la serie del 2° membro della (12.08) costituisce una serie divergente ,

per cui, applicando, alla (12.08), I'integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
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j:e—*e—“"‘—”dx - x"e "dx (12.09)

(=D" =
n n' o
Calcolando gli integrali dei due membri della (12.09), troviamo:

.[:e_"e_(eﬂ_l)dx = —.[:ee_eﬂde_x =(e"=y)= —eJ-loe_"dy =e—1

an 1) j "edx = > bu(-1)"

n>0 n>0

Sostituendo il risultato delle due precedenti relazioni

nella (12.09), abbiamo: Zl;n D" =e-1, (12.10)
n=>0
cioe 1+252n _Zl_)bzfl =e¢—1,dacui
n=1 n=1
by, —by ) =e-2 (12.11)

n21
La serie indicata al 1° membro della (12.10), ¢ una serie divergente, rappresentata da (e—1).
E’ evidente che anche il 1° membro della (12.11), fornisce una serie divergente,

rappresentata dal valore (e—2).

12.02 Ponendo nella (12.01), x=iz, abbiamo: ¢ "= b, ) p=1h=-1.  (1212)

0 n!
Per z>1, la serie del 2° membro della (12.12), rappresenta una serie divergente, per culi,

applicando, alla (12.12), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

© i, g _ N, ﬂ ©on =z
[fere Mz = ;bn p [ zredz (12.13)
Calcolando gli integrali che figurano nella (12.13), ricaviamo:
1
e e @y = o (=1 ™ om0 g (-1 _
L & T

k=0 k=0

o EDE -D* &k
= e ek k' e

k>0 >0

> by Ok j "edz = 3 ba(i)'= Y ban(=1)"+iD banu(=1)"

n>0 n=0 n>0 n>0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, troviamo:

D k' 1+

n=0 k=0
D"k
b n+ 1 -_— 9
nz>(; D= ; k! 1+k*
cio > ban =Y buna = Z(k' 11 -1=0,59155 ; (12.14)
_|_

n=1 n>1 >0
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— n k
2 b (1) = = b (" = byt Y st = b = Z(k‘ k2

n=0 n=l1 n=l1 n=1 k=0
(=D* &
Da quest’ultima relazione, ricaviamo: Z(b anst — D 1) = Z 5
n=1 k>0 k' 1 + k

Chiaramente, i primi membri delle (12.14) e (12.15) sono serie divergenti,

rappresentate, rispettivamente, dai valori 0,59155 e 0,07144.

13.00 Consideriamo la serie: Xx = ZC_nx
e’ —1 |
e -1 n>0 n
— = — 1= 1 = 4 = 1=
I primi valori di C sono datida:C, =1,C, =-1,C, =—,C; =—,Cs =—,C; =—,C, =
3 4, 15 6

La (13.01) ¢ suscettibile di essere trasformata in:

X x e -1
x = x B n
e’ -1 e’ =le“ ' -1 L>o :|LZ>(; } n>0

Derivando, n volte, rispetto ad x, gli ultimi due membri della (13.02),

e ponendo dopo, x=0, ricaviamo:
. n n n—j
C,=Y| |B,>.B,S(n—jh),  n>0,
=0\ J =0

essendo, come € noto, B j,e,Bh, i numeri di Bernoulli, e, S(n-j,h) i numeri

di Stirling di seconda specie.
Per x>1, la serie che figura nell’ultimo membro della (13.02) ¢ divergente, per cui,

applicando, alla (13.02), l’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

J-°° dx = (¢" =1+ )_J' In+y) dy :
P | e’ =1 (1+y)

=0,420552

ZC —J. edx = ZC_n

n=0 n=>0

Uguagliando i risultati delle precedenti due relazioni, abbiamo: ZC_n =0,420552.

n=0
La serie che figura al 1° membro della (13.04) costituisce una serie divergente,

rappresentata dal valore 0,420552, indicato nel 2° membro della predetta (13.04).

13.01 Sostituendo nella (13.01), -x ad x, ricaviamo: — = ZC - x)
e

n=0
Per x>1, la serie del 2° membro della (13.05) ¢ divergente, per cui, applicando,

alla (13.05), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:
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(13.03)

(13.04)

(13.05)



[[er——ar=0-e"=y) =- fl“(l dy = ey = =220612

e T —1 0 1-e” k=0 h>0h'(h+1)
Z C ( 1) J‘ n —xdx — Zc_n(_l)n
n=0 n=0

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni, otteniamo: ZC_n(—l)" =2,20672. (13.06)

n=0

Il 1° membro della (13.06) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore 2,20672.

13.02 Ponendo nella (13.01), x = iz, ricaviamo:

=S¢, (’Z)n (13.07)

e B —1 n=>0
Per z>1, la serie del 2° membro della (13.07), costituisce una serie divergente, per cui,

applicando, alla (13.07), I’integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

Je

a’z—ZC (’)jz

r’e—z 2 = (e = y) =J-1(1_ )—zlp{il—y) dy _
0 e° *1_1 0 e(lfy) *1_11_)}
! Iny .
=—i| ———————dy = 0,750489 — 1,082343 i (13.08)
Oecosny isinln y _1
>, @ j Zedz =Y C, ()" = Y. Cp ()" =iy Cy (<D (13.09)
n=0 n=0 n=0 n>1
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei risultati delle relazioni (13.08)
e (13.09), troviamo: ».C,,(-1)" = 0,750489 (13.10)
n=0
ZCzn_l(—l)”=l,082343 (13.11)

nzl
I primi membri delle (13.10) e (13.11) costituiscono serie divergenti, rappresentate,

rispettivamente, dai valori 0,750489 e 1,082343

14.00 Consideriamo la serie:

S (D (o)t = —

e 1+Inx
I1 2° membro della (14.01) I’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).
Il 1° membro della (14.01) ¢ una serie convergente per 1< x <e, e divergente perx > e,
per cui, moltiplicando, per e *, ambo i membri della (14.01), ed integrando, rispetto ad x,
tra i limiti uno ed infinito, troviamo una nuova serie divergente, definita da:

Z(—l)kf(ln x) e dx =

k>0 I 1+1lnx
Operando sulla serie del 1° membro della (14.02), otteniamo:

(14.01)

~ e “dx

(14.02)
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> (=D [ (Inx)edx = i Z( D' DE [ xedx = (x=1+y) =

k=0 k>0
lim
=e D*DE| (1+y)ed 14.03
em02 V' [ a+yeay (14.03)
Calcoliamo I’integrale che figura nell’ ultlmo membro della (14.03).
y € Z
[ a+ e dy-z( f(1+y) iy =(y=1"7)=

h>0 —Z

1 1 o d 1 —e-h=2, ~\h
Z() g(lz) z2 ()J'( 2) ()'dz =

h>0 - (I_Z) h>0
(-D)" T(h+DT(~e—h—~1) _ LT +e¢) 1 z
_,;; h! [(-¢) ,,Z(;( D =7 TQ+h+eé) (sinze)(-1)"
sin 7€
:_ZM . 1 (14.04)

1 2+h+e¢) o (d+h+e)h+ée)..(+¢)

) . 1 h+l 1 B B
SRt e et o)+ ) Z re - oy DT

D (h) 1
Z o KSJ (14.05)

= s+1+¢
Tenendo presente i risultati delle (14.03), (14.04) e (14.05), ricaviamo:

lim

Z(—l)kr(lnx)kefxdx — Z( 1) Zz( 1’ ( Jr(lf(;—)l) (s+1+8)7]7k(—1)"=
1 s

k=0 k>0 h=0 s=0

—e” kvzz( ( j(s +11)"*‘ (14.06)

k=0 h=0 s=0

Il valore dell’ 1ntegrale che figura nel 2° membro della (14.02) ¢ uguale a 0,245857.

Abbiamo ciog: [ ¢ dX _ 0045857
' 1+Inx
Tenendo presente la (14.06),
troviamo: Zkvzz( ! — = —¢(0,245857) = —0,668307 (14.07)
k>0 720 s=0 s)(s+D)"

La serie multipla indicata nel 1° membro della (14.07) definisce una serie divergente,
rappresentata dal valore numerico uguale a —0,668307 .

14.01 Consideriamo la serie:
k 2k 1
;( D*(Inx)* = i’ (14.08)
I1 2° membro della (14.08) I’abbiamo ottenuto applicando la (3.04).
Il 1° membro della (14.08) & una serie che converge per ¢~ < x < e, e diverge per
O<x<e',eper x>e.Pertanto, applicando alla (14.08) I’integrale di cui al punto 3.01,
otteniamo una nuova serie divergente, definita da:

D" [ (Inx)*e“dx = P (14.09)
pACI| J

k>0 0 1 + (hl .X') 2
Operando sui due membri della (14.09), troviamo:
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> =D [C(nwedx = o0 Z( DFDEO["xfedx = Y (=D T ()

k=0 k=0 k=0
[T B 0608816
0 1+ (Inx)
Uguagliando il risultato della (14.10) con quello della (14.11), otteniamo:

D DT = 0,608816

k=0
Nell’ Allegato B, punto 7), abbiamo riportato un procedimento per il
calcolo di ™ (1).

q-1

14.02 Moltiplicando, per al
1+x

, O<Re(q)<1, ambo i membri della (14.08),

ed integrando, rispetto ad x, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra
serie divergente, definita da:

oo g-1
> D (lnx)”—d : o
=0 01+ x1+(nx)

Operando, abbiamo:

D (=1 '[ (lnx)z"—dx = > (=D D(z’”j —dx =3 (-1 D(Z")( ﬂq)

k>0 k=0 k>0
r x! dx —(xr=e)= J- e dz
0 I+ x 1+ (Inx)? = l4+e’ 1+z2°

Il calcolo dell’integrale indicato nel 2° membro della (14.15), I’abbiamo
riportato nell’ Appendice B, punto 8), ed abbiamo ottenuto:

1
- " dg sinfmg2h+1] G~
J. z 2~ _27[2 2 2 + 5 +
~]1+e 1+z2 Sz 2h+1)" -1 2 Cosl
1
wcoslmgh+1)] iz MG
+2l7‘[z 2 ) 1 2 1 —7—1
o X (2h+1)" — COSE
Uguagliando il risultato della (14.14) con quello della (14.16), troviamo:
1
. cos(——q)
= sin /g ST Qh+1D)* -1 2 1
cosg

paigy Cslm@h D] _ix sin(, = 4)

S r*Qh+D*-1 2

La (14.17) ¢ una relazione molto suggestiva.

Sviluppando il 1° membro della (14.17), otteniamo:

Z( 1) D(Zk)( )_ z( 1) D(Zk)(zmze—mq(ZhH)) 2mzﬂ.2kz(2h+1)2k —tqu(2h+1)

k=0 k=0 h=0 k=0 h=0
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(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

(14.17)



=27y 7Y (2h+1)* {cos|m(2h+1)] - isin[m(2h +1)]} =

k=0 h=0
=27) 7% 2h+ 1) sin[mg2h+ D] +22) 7% (2h+1)* cos[mg(2h+1)] (14.18)
k=0 h=0 k=0 h=0

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tra I’ultimo membro della relazione

precedente (14.18) ed il 2° membro della (14.17), troviamo:

1
sin[zg(2h +1)] 1,1 08 =q)

Y 2h+1)* sin[mg(2h +1)]=— (14.17a)
; ;} ;17[ *Qh+1)* - 4 cos
2
sin( —g)
S Y @R+ D coslag2h+ =Y S ED] 1770 1 (14.18a)
>0 >0 i T 2h+1)" -1 4 cos —
2
Per q = % , abbiamo, come & noto, sin[zg(2h+1)]= (=1)", e, cos[mg(2h+1)]=0
Pertanto, dalla (14.17a), ricaviamo:
P ADNCHHCZESEIEESY D" 11150758 (14.17b)
>0 >0 =0 7[2(2h+1)2 -1 4 COSl
mentre il 1° ed il 2° membro della (14.18a) sono nulli.
Dalla (14.17), invece, otteniamo:
-1’ r 1
1 Y2 —_2ox ( +— =1,135737 14.18b
;( s ;ﬂz(zmnz_l S (14.18b)
CcoS—
Le serie indicate al 1° membro delle (14.17b) e (14.18b) sono serie divergenti,
rappresentate, rispettivamente, dai valori numerici 0,180758, e, 1,135737.
14.03 Riprendiamo la (14.08)
1
-D*(nx)* = ——— 14.19
;( Vo™ = s (14.19)
q-1
Moltiplicando, per , ambo i membri della (14.08), ed integrando,
1+ x)Q+1Inx)
rispetto ad X, tra i limiti zero ed infinito, otteniamo un’altra serie divergente, definita da:
= x4 x4 dx
> D[ anx* = (14.20)
= 0 1+ x)1+1n x) O 1+ x)1+1nx) 1+ (nx)?
Ponendo x=¢°, nel 1° membro della (14.20), otteniamo:
oo q-1 g-1
-D*| (Inx o = D30 X =
;( ) J.O( " (1+x)(1+lnx) g( D I T (1+x)(1+Inx)
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o 1
=Y -D)'DV| e ———d 14.21
;( )", L" (I+e*)1+2) : ( )
L’integrale indicato nell’ultimo membro della (14.21), I’abbiamo calcolato
nell’ Appendice B, punto 9), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,
ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:
PLICIEY el

re‘”+dz = - 27 : +im (14.22)
= (+e)(1+2) S +inRh+1) e+l

Sostituendo la precedente nella (14.21), ricaviamo:

0 [ (I o x! _ Dk peo _
20, any Irolinn ™ = 2D e (I+¢° )(l+z)d

k=0 k=0

=27y 7y @h+ )7 [sin[7zg(2h +1)] = 7(2h +1) cos[mg(2h + D)]]+
= =1+ 2h+1)?

. 2h+1)* o1
2y ( T(2h+1 2h+1)]+ 2h+ D] +ix : 14.23
; ;1”(% pr i @h+ Dsinlmy@h+ D1+ coslzy(Zh+ DI +iz == (1423)

ponendo, x=e°, nell’ultimo membro della (14.20) ricaviamo:

- gq-1 qz
.[ X dx _ 1 dz (14.24)
O 1+ x)1+1Inx) 1+ (nx)* ~l+e‘ 14+z1+7°
L’integrale indicato al 2° membro della (14.24) 1I’abbiamo calcolato nell’ Appendice
B, punto 10), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy, ed abbiamo ottenuto:
J-oa e 1 . z sin[7g(2k +1)] — £ (2k +1) cos[mg(2k + 1)]
1+e° 1+z1+z >0 1-7* 2k +1)*
R COS(E —9)- Sm(g —9) 2y coslag(2k + )]+ (2 + Dsinlmg(2k +1)] iz e
4 o0 7t Qk+1D* -1 2 e+1
cos(—)
2
cos(l —-q)+ sin(l -q)
2 2 (14.25)
4 cos(l)
2
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei secondi membri
delle (14.23) e (14.25), otteniamo:
2h+1* .
2y 7t ( [sin[zg(2h +1)] — 7(2h +1) cos[zg(2h +1)]] =
2T Y sy Sl 2R 1] = 7 (2h 1) coslay2h-+ D
L —sin -
sinlz(2k +1)] — 72k +1)coslag(2k + )] _ 7 €08 m)msin( —4)
=27y ; (14.26)
=0 1-7*Qk+1)* 4 1
cos(—)
2
2h+1)* : e
-2y &t ( [7(2h +1)sin[zg(2h + )]+ cos[ag(2h + 1)]] + & =
C—g)+sinC; —g)
cos[mg(2k + D]+ 72k + Dsin[m 2k +1)] 7 ™ 7O PTG
=27y - - +o—-= (14.27)
. 7tk +1)* -1 2e+l 4 cos(L)
2
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Per q = % , abbiamo:  sinzg(2h+1) = (=1)", cosmg(2h+1) =0, e, quindi, dalla
(14.26) e (14.27) ricaviamo:

_\h 2k _1\k
Yoy CVCEDT e D L 398 (14.28)
k=0 o 1+ 77 (2h+1) >0 T (2k+1)" -1 8cos(—)
2
e D"2h+ 1! D72k +1 1
Zﬂ-zklz( )(2 )2 _ (4)7Z( . )+ +
>0 i 1+7°(2h+1) 7" (2k+D" —1 SCOSh(l)
2
+ = 0,221704 (14.29)
8cos(—
(2)

Osserviamo che le serie indicate nei primi membri delle (14.26) e (14.27) sono
serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai valori dei secondi membri delle
medesime (14.26) e (14.27).

Anche le serie indicate nei primi membri delle (14.28) e (14.29), sono serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai numeri 0,132178 e 0,221704

Conclusioni

Nel corso dell’esposizione dello studio in parola, abbiamo rilevato un numero cospicuo di serie

divergenti, a ciascuna delle quali corrisponde un numero o un’espressione numerica finita;
abbiamo anche constatato che ¢ possibile utilizzare le serie divergenti nello sviluppo dei normali
calcoli matematici.

Cid corrisponde esattamente a quanto segnalato dal matematico francese Emile Borel, il quale,
nell’Introduzione al Testo [6] , apag. 13, affermava:

Le probleme fondamental est le suivant: Faire correspondre a chaque série divergente numérique
d’une classe aussi large que possibile, un nombre tel que la substitution de ce nombre a la série,
dans le calculs usuels ou elle peut se présenter, donne des résultats exacts , ou du moins presque
toujours exacts.

Un vivissimo ringraziamento va rivolto a tutti coloro che, con il loro contributo e con i loro
utilissimi suggerimenti, hanno consentito il completamento del presente lavoro. Un particolare
ringraziamento va al Prof. Ing. Filippo Aluffi Pentini dell’Universita di Roma * Sapienza” per la

sua continua, cordiale assistenza e collaborazione.
Siamo grati a tutti coloro che inoltreranno osservazioni o suggerimenti, indirizzando a:

p-cutolo @inwind.it

Appendice A

—X

¢ dx , indicato al 2° membro della (3.16), puo essere

L’integrale E = J.:W

calcolato con uno dei seguenti metodi:

1) Metodo delle integrazioni per parti
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Integrando, successivamente, per parti, ’integrale E = J. de, ricaviamo:
+Xx
B[ e _ Yx=Jme_xd(l+x)
o (14 x)" 0 -n
n—1 _ k 1V e —-x
C) e 4 (A1)
= n—1 n! 0 14+x
k'n

= —Ln [(1 +x) e = '[ T+x)™ (—dx)r =

. e
L’integrale \

n-1\"
—x n—1 (_l)k( J n k
E:J.Owe4dx=z k +(_1) e|:_7/+ZL:| —

1+ x)"! P k'n n! S (k+D!(k+1)
_EDTE L, _(EDe (=D* A2
TR S {ﬁm k!k} "

Osserviamo che I’integrale indicato nella formula (3.02) puo essere espresso da:

d 1+ _ —e Y41 yd — (k+l)yd —
j01+xx( x=e')=|"e” ye; f y
—ez( D) (A.3)
k=0 ' h=0
Confrontando la (A.3) con la (3.02), ricaviamo la seguente formula:
Z( D) S+ = {7/ z( }: 0,219383 (A4)
k>0 k! h>0 k>l !

2) Metodo dell’uso degli integrali di Eulero divergenti

Utilizzando gli integrali di Eulero divergenti, ( vedasi Pasquale Cutolo: “Una nota sull’uso
degli integrali di Eulero divergenti ” Articolo riportato sia da “LA COMUNICAZIONE-
Note, Recensioni, Notizie-dell’Istituto Superiore C.T.I. Anno 2003, Volume LII”, sia da

Internet “Matematicamente.it/approfondimenti/ideeinteressanti’’), otteniamo:

_1k - k
_.[ n+ldx_z( ) - n+ldx:<x:i):
d+x) i k! 0 (d+x) I-y

hm _1 ¢ n+l+e d
E—=>0x k! -y (1-y)
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lim e lim D*Tk+DI'(n+e—-k
_ J‘( ) (1)’ 1 kd _ Z( ) ( )(n )=
8%0,&0 E—-05 k! I'n+1+¢)

_ lim (=D (n-1+e)"  lim & (D* (n-1+e)
- 2 ( ] - Zk!(n+8)(k J "

E-0ikl(n+e)\ k -0

L e (n—1+€j . T dlim & T+e—k)
_— — k—_
£— 05 kli(n+e)\ k ;k,(n)( J +g%0k§( D Totire

Ponendo, nell’ultima sommatoria della precedente relazione, k = n+h, ricaviamo:

mi(_l)kF(n+8—k) lim (" Z( y DE=mT+D)

0= I'n+1+¢) €—-0I'(n+1+¢&)4z hT'(d+¢)
T
8%0F(n+1+8) 1+y
_ llm ( 1)” Z( y )h( 1 )6‘*/171 dy —
e 0T(n+l+e) S h l+y I+y (1+y)*
llm _ln oo _1h o h _1)1 .
_ G ) 'y D
ES0Tn+1+e)i R 0 (I+y) nl 0 1+y

-1 1_1 1V e oY
Pertanto: E = '[ 5 z +( D j e—dy=
(1+ x)" = k'(n) nl 0 1+y

n 1 n-1 (
Z( ) k- [ Y P } (A.5)

k=1

che ¢ identica alla (3.12)

3) Metodo del limite e derivata

o e F Iim (e e lim (n)( 1)
J. +1 X = j +1ax = Da '[ =
o (1+x)" a—10 (a+x)" a—1 Oa+x
lim pm EDY 1)
D" ———(,)=E, avendo posto E = j ﬁdx ed
Ca—1 (1+x)"
1= [=dx = (x = ay, a>0) = [ Sy (A.6)
O a+x O 1+y
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———(a+x)""(=D",

Abbiamo utilizzato la formula D;”) (a+x)"' =

(1)

Quingis "™ poy = [ gy [ ey,
a—1 y 0 I+y
_peb-cor] -], Sy
0 I+y 0 1+y

Ora, € noto che: % = z (- y)" ; pertanto:

k=0

(= 1) re [11+(yY)] _ & 111) k;( 1 J' yedy =

i (_1)n—1 n—1 ( l)n_l_kk' (n—l—k)‘
o ,Z;( 'kt = Z nn-1" (n—1-k)!

Posto, n-1-k = h, abbiamo:

"Z-l(—l)"-l-kk! (n—-1-k)! & (1" (n-1)"
“ p(n-1! (n-1-k)! = hn \h
In definitiva, otteniamo:

- -x n—1 1\ -1 -1 1\ -y
I G
o (1+x)"" hn \ h n O l1+y

h=0

-y

1)" nzl:( 1)k'+ ﬂre

d
n! n! I+y Y

che ¢ perfettamente identica alla (3.12).

—X

4) Osserviamo che ’integrale E = I dx puo essere calcolato ed espresso

(1+ )n+1
anche nel modo seguente:
Posto 14+x = e, ricaviamo:
- - (-1 (nk
I=J’ _J‘ wmtD) =Dz g, — o e g, =
(1+x)n+l ; o

Ponendo, nell’ultimo integrale della precedente relazione, k = n+h, troviamo:

( 711— z ( 1) ( 1) h+1
; o dz:ez(mh)zf =€ € =

>0 im0 (n+h)!0
= =13
NG 5 (D ,
Pertanto, E = j W kZO: D) hz(; ;(h 1) (A7)

Confrontando la (A.7) con la (A.2), ricaviamo:
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(-1

J>0

~ _1 ( l)n =1 n-1 ) (_1)k n—1 (_l)k 1
B Z(Dk' [ Zk!k}_ Kl n—k

Appendice B

(x-H‘)

dtdx

1) Calcolo e sviluppo dell’integrale F-j I |
+ xt

Posto x=y 2 t=z*, abbiamo:

—(x+1) (y +z2)4yzdydz

F= [ = -

1+ y2z2

Ponendo y= psin®,z = pcosb,dydz = pdédp, p’> = u, ricaviamo:

—J. I e ﬂ(s1n29)dﬂd9 reﬂﬂdﬂjz (sin26)d6 =J':e*”,udﬂ(F1)

0 u . R
1+ ( sin 26)° 1+ (5 sin 26)
avendo posto F1 = 2 (8in20)do ; ) 2a'COS 260
1+ sin 20 1+# (1-cos? 26)
2 4
Posto cos 26 = u , ricaviamo:
du 1 4 ¢ du

Y e
+”—(1u) H u—(l+—)

In ,u+w/4+,u

:i {ln(u— /1+ —In(u+ [1+— 4 }
© / e \/4+,u

Sostituendo il rlsultato di F1 in (B1.1), abbiamo:
Fe J- 2e " u (In ﬂ+,/4+,u
A+ u- v 4+,U

Posto @ =2sinht, ricaviamo:

F :4[0” te™ ™ gt = 0,668091

x dx
0 (shx)® 7* + x*

2) Calcolo e sviluppo dell’integrale G =

Integrando per parti, otteniamo:
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— cothx—J.cothx

(shx)*> ©° + x° 2 T2+ x

2 2 2 >
G:_f X dx :_J‘ X zdcothx: 3 27 xalx2 _
0 O T +x 0

(m” +x7)

=—-14+27 _[ coth xdx , in quanto:

(71' +xz)2
lim 2 lim 2

s—cothx=1, e, 5
X—>ool +Xx x—07x +x

>cothx=0

Ora, coth xdx = —I ——————coth xdx

r X
0 (77 +x°)? 2= (7’ + 2)2
Utilizzando il teorema dei residui, piu esattamente il 2° teorema integrale di Cauchy, abbiamo:

%mj‘f(z)dz = R(z))+R(z,)+R(z;) +... (B2.1)

dove R(z,),R(z,),R(z;),..., rappresentano i residui della funzione f(z), nei punti singolari
isolati (poli) z;, z,, Z3.... , di f(z), interni alla curva semplice e chiusa c; il calcolo

dell’integrale curvilineo lungo la curva chiusa c, va eseguito nel senso antiorario.
I poli z,,2,,2;,..., sono i punti singolari isolati del campo complesso, interni alla curva c,

che fanno assumere un valore infinito alla funzione f(z).
Il residuo R(z,)di un polo di ordine n, di una funzione f(z), nel punto singolare

isolato z,, ¢ definito da:

R = 2 lemar @l o (B2.2)
( vedasi Testo [9] , pag. 43).
Per il calcolo dei residui della funzione integranda
Z
f(z) = ————-cothz B2.3
(z) i) (B2.3)

abbiamo scelto una curva chiusa c, costituita :
- da una semicirconferenza, di raggio p ,situata nel semipiano, y>o, del piano complesso,

Z = X+1y, con centro coincidente con 1’ origine degli assi dello stesso piano complesso;
- dal diametro 2 p della semicirconferenza, giacente sull’asse delle ascisse di detto piano,

diminuito di un segmento uguale a 2 £ ;
- da una semicirconferenza, di raggio € << 7, concentrica a quella di raggio o, nel semipiano y>O0.

Il raggio p ¢ tale che, sulla curva scelta c, non ci siano punti singolari di f(z). (vedasi fig. 1)
Dalla (B2.3) rileviamo che f(z) presenta un polo, di terzo ordine, nel punto z, =iz =a, ed
infiniti poli semplici z, =ikz =b, (k=2,3,4,...), per cui sinha=0, cosha= -1, sinhb=0, coshb= (-D*

Per semplicita di scrittura, i valori dei poli li abbiamo indicati con (a) e (b)
Applicando la (B2.1), otteniamo:

ig

cosh(pe'®)

—& X pe if
—————cothxdx + —cothxdx+ 4 e’ id0 +
I—p(;z2+x2) I (7> +x%)° 0 (1 + ple™?)? sinh(pe"’)p
60 0
& COSN(E ) 49 = 27 R(z)+ R(2,) + R(z,) +...] (B2.4)

0 (7% +€%*%)? sinh(ge’)
La somma dei primi due integrali del 1° membro della (B2.4) rappresenta I’integrale
lungo il diametro, diminuito di un segmento pari a (2 £ ), giacente sull’asse
delle x, della semicirconferenza di raggio o, mentre gli altri due integrali

rappresentano, rispettivamente, 1’integrale lungo la semicirconferenza di raggio o,
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e I'integrale lungo la semicirconferenza di raggio &€, calcolati nel senso antiorario.
Passando al limite per p — oo, e per € — 0, il 3° ed il 4° integrale della (B2.4),
si annullano, e quindi

00

otteniamo: >cothxdx = 27[R(z,) + R(z,) + R(z;) +...] (B2.5)

L (% +x%)
Applicando la (B2.2), calcoliamo i residui R(a) e R(b).

lim 1| (z—a)’ coshz "_ 1 lim | (z—a) coshz ”

{(7{2 +22) sinhz} T2z a{(z +a) smhz}
Nel passaggio dal 1° al 2° limite della (B2.6) abbiamo effettuato la seguente sostituzione:
47 =(z—in)(z+im) = (z—a)(z+a)
Per il calcolo della derivata prima e seconda, rispetto a z, della funzione posta tra le parentesi
quadre del 2° limite della (B2.6), poniamo:

R(a) = —
@ z—a?

(B2.6)

z—a zcosh z
P 7) = N Z) = >
@ sinh z Q) (z+a)’
Operando, abbiamo:
- a COSh ” ' 2 b b %9
(22a) 2] _ [p()0()] = P@IQ"(2) + 2P (DQ (1) + QUP"() (B2.7)
(z+a)” sinhz
lim 1 lim acosha
P(z)=P(a) = ; 0(z) =0(a) = TR
—a cosha Z—a 4a
P(z) = sinh z — FZ _aZCOSh z : lim P(2) = P'(a) = lim coshz —cgsh z—(z—a)sinhz ~0
(sinh z) z—a z—a 2sinh zcosh z
Q' (z)= (z+a) coshz+(z+a)  zsinhz—2(z+a) zcoshz=
_ (z+a)coshz+(z+a)zsinhz—2zcoshz  (z+a)zsinhz—(z—a)coshz
(z+a)’ (z+a)’ ’
lim '
0'(2)=0'(a)=0
Z—>a
P (z) = (sinh z)* [cosh z—cosh z—(z—a)sinh z]— [sinh z—(z—a)cosh z]2 sinhzcoshz
(sinh z)*
_ (sinh 2)[-(z—a)sinh z]—[sinh z— (z —a)cosh z]2cosh z )
(sinh z)° ’
lim P'(2) = P"(q) = - 1 _» lim cosh z coshz—coshz—.(z —ci)smhz _
7—a cosha z—>a 3cosh z(sinh z)
1 2 1 1

cosha g cosha T 3cosha

Q’’(z) = (z+a)*[(z+a)sinh z + zsinh z + z(z + a) cosh z — (z — a)sinh z) —cosh z |+
—3(z+a)*[z(z+a)sinh z— (z—a)cosh z]

li

_r>n 0"(z)=Q"(a) = (2a)~*(2a* cosha —cosha) = (2a" —)cosha
a

8a’

Sostituendo 1 valori ottenuti nella (B2.7), e poi nella (B2.6), otteniamo:
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1 " 1 1 "
R(a) = E[P(G)Q (@)+2P'(a)Q'(a)+ Q(a)P"(a)] =
1| 1 (2a’-l)cosha acosha 1
"~ 2| cosha 8a’ 4a®> 3cosha |
L_ 1 1 1 1 N 1
8a 16a’ 24a 12a 16a’ 12ir 16ix’
- . 1 1
Quindi, 27mR(a) =—+—— (B2.8)
6 87
Passiamo, ora, al calcolo di R(b), essendo b=ikx, (k=2,3,4,...)
lim z-b zcoshz lim zcosh z b ik
R(b) = . 2, 22 2, 22 32, 22 2 12.2\2
z—>bsinhz (z"+7°) z%bcoshz(z +7°) (b +7z') (m==k°7°)
1 1
Pertanto: 27 ) RGkrm)y=2m) ——= { }— =
; ; (k2 ) 7 ; (k=1 (k+1)° |4k
-1 1 1 -1 1 1 1 1 1 1 1 -5
= - = I+ S5+5+—S+5+.—(5+—S5+5+..)|=
27 ,Z;[(k -1 (k +1)2} 27:2[ 2° 3 4 5 3?45 )} 87’
In definitiva, troviamo:
2 2
G=[—— zdx2=—1+2”j = __coth xdx =
0 (shx)” m° +x (T +x")
1 5 3
=—1+7°(= —) =— ==
(6 87 87z2) 6 2
che ¢ perfettamente identica alla (5.05).
Vo4
¥ ¥
4\ 8
-0 -2 o £ p X 0 0 X o 0 x
fig.1 fig.2 fig.3
3.0) Verifica della formula B,, = (-1)""'x _2"J‘ de , (n, intero positivo)
Osserviamo che: r al sdx = —Jm x—zdx (B3.1)
0 (shx) 2 9= (shx)
Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy, utilizzando la stessa curva c
di cui al punto 2) dell’ Appendice B, (fig. 1), otteniamo:
[ —dx = 27R(b), essendo b= ink, (k=12.3....) (B3.2)

< (shx)

Osserviamo che la funzione integranda presenta infiniti punti isolati di secondo
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ordine, all’interno della curva c. Applicando la (B2.1), abbiamo:
li B e
R(b) = im { (z—=b)? 2ni| _ lim [ (z—b)* 2nz2”*] 2 z—b )smhz (z b)coshz} _

7z — b| (sinh z)? ~ z—b| (sinh z)> sinh z (sinh z)*
= %Mﬂ”* =2n (izk)>"™, (B3.3)
(coshz)

in quanto (coshb)2 =1, e,
z—b

Pertanto, 274R(b) =4n(im)*" k> "' =4n(x)" k> (-1)"
27 ) R(izk)=4n ()" (-1)" D k>,

k=1 k=1

lim et z—b _sinhz—(z—-b)coshz 0
sinh z (sinh z)*

e, quindi, per le (B3.1 ) e (B3.2), abbiamo: j 4)dx 2n (7)™ ()" Dk
k=1

Tenendo presente la (4.09), ricaviamo:
2

[ = D >k =20 ()™ (<) (- n).

k=1

2n

s N © X _ 2n ¢ 1yn-l1 s
cioe: J:) (th)zdx— ()" (-1)""B,, , dacui

2n

— (_ 1\l 2n = X
an =-D"rz ) de (CVd)

3.1) Potevamo verificare la (5.03) in modo molto piu semplice ed elegante, utilizzando
il metodo del limite e derivata.
Infatti, abbiamo: 4d T (26—_2)2dx =(e=y)=2" 2”I
(shx)? 0 l—e ™

(In y)z”
0(1-y)’

£

lim 1 € 1 € lim 1
= Df")J.;dy ~dy ; ora L(ly;dy = - D J.y—ydy = (y=M)=

e—=0 7 Pa-y) -y’ H—>1 0 -
lim lim u: 1 k+1
= (/UZ) D, —= ; pertanto:
H— —Z ,uel Se+k+1u™ Ze+tk+1

[ d= 2 BN m’zl) PCIED (e kv i =2 amig 2m)

0 (th) 0%
2n-1
Ricordando che: ;(2n)=2(2—’;|32n (vedasi testo [4], pag.1074, formula 9.542-1),
n).

- XZn 2n
troviamo: I 7dx = 7%"|B,,|, dacui |B2n = ﬂ-sz‘ Sdx

0 (shx) 0 (shx)

2n
Poiché B, <0,e,B, ,>0,abbiamo: B, = (-1)"' 77> [ ———dx
4n 4n-2 2n ( ) -[O (th)2

4.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale H—_[ 1 14 ﬁ( )
-1+ 47> cosh(rz
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Utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy, e seguendo lo stesso procedimento
indicato al punto 2) dell’ Appendice B, otteniamo

r’ 1 1

=1+4z> cosh(m) dz = 27[R(z) + R(z,) + R(z;) +...]

Abbiamo scelto una curva c identica a quella utilizzata nell’ Appendice B-punto2)
(vedasi fig. 1).

I poli della funzmne integranda sono:

5 =-=a, k+5—b (k=12.3,...)

Abbiamo quindi un polo di 2° ordine nel punto z, = 5 = a, ed infiniti poli semplici nei

punti z, =ik +é=b

Il residuo R(a) ¢ definito da:

Z—a

R@ = ™ {(Z_“); 1 }: hm{ G-a) (z-a) }
z—a| (1+4z7) cosh(rz)

4(z—a)(z+a) cosh(mz)
_ lim 1 cosh(m)—(z—a)xsinh(zz) z-a -1
Czoa 4z+a) (cosh(mz))* cosh(z) 4(z+a)’
_ lim 1 zsinh() - (z - a)z’ cosh(mz) — 71's1nh(712) 1 -1 =
T 7>a'8a 27 cosh(7z) sinh(7z) 7Z'Sinh(7ZZ) 16a*
1
~ 16a’zsinh(m)

Essendo a=i/2, abbiamo sinh(ﬂ) =1, e quindi

27iR(a) = 2711'__—1—1
16(&)% 2

(B4.1)
7= b(+4z7*)cosh(mz) z—>b(1+4z*)xwsinh(/z) 1+4b° zsinh(ab)
Essendo b = ik + i/2, abbiamo sinh(zb) = i(~1)* , e quindi:
R(b) = -1 L (=1)*; pertanto:
1-4k+-)* "
( 2)

. . —4(-D* i (=DF
2y Rb) =2my ——mM - — =2y — -~ S

; ®) ;4—4(2k+l)275 ;2k(2k+2) 2 ;( D (k k+ 1)

Z( b= Z( b™ - 2 -1 (B4.2)

2% 2= 2

In def1n1t1va, sommando i risultati della (B4.1) e della (B4.2) abbiamo

= L g-m (evd)
~~1+4z" cosh(mz)
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dx

4.1) Verifica della formula E, =(-1)" (3)2“‘ j " (Inx)>" —
T 0 1+ x

Ponendo, x =e°, otteniamo:
2n

dz

Inx)” —— =

J.O( 1+ x7 J‘—""1+e —°°eZ+e’z
Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy alla stessa curva c, di cui al punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:

2n
— 4 = j B 271'Y R(b) , essendo b= 1)
e te” —2coshz e
llm (Z _b)ZZI‘l B llm Z2n b2n ( 1) ﬂ.Zn (2k+1)2n

Pertanto, R(b)= =
®) z—b 2coshz  z—b2sinhz ~ Dsinhb COM M (- 1)2"”]

n .2n 2n
_ DT Rk D) ,k=0,1,2,...; quindi:

22n+1(_1)kl~
o 2n ( 1) 7z.2n+1 5
j —dz = 271y R(b) = ~——— (D' 2k +1)™" (B4.3)
~ete >0 2™ >0

Riprendendo la (6.13), abbiamo:
2> (D' Qk+D* =E,,,

k=0
] ] . dx - ZZn (_1)nﬂ.2n+l
. 2n — —
e quindi: L (Inx) el Bipranpe dz = S E, , (B4.4)

. _ n 2 20+l [ 2n dx
dacui By, =(-1"C) [ (nx) — (c.v.d.)

X

4.2) Potevamo ricavare il 2° membro della (B4.4) direttamente dal 1° membro della stessa
(B4.4), in modo molto pit semplice ed elegante, utilizzando il metodo del limite e

derivata.
= dx lim o x°
Infatti, Inx)" —— = D —dx =
v[)( ) I+x> €-0 ° -[0 1+x°
el
1 2 2
=(x=yy)= T pen ("X gy =
=0 290 1+y
lim pen L 1 T _ lim on ¥ 1
e-0 " 2 L8l eS0T 2 i€
&
1 (lﬂa)k
Ricordando che — = ZE ST ricaviamo:
cosh(ifr—) k=0 )
2 lim on T 1 n T\ 2nt .
[ (nx = D= — = E (-1)"(%)™, da cui
1+ x> €—>0 2 . 2
cosh(wE)
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_ n 2 20+l [ o0 dx
Ey, =y [y = evd

2
. ” ez dz
5.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale L = J:) a2
(sinh 5)2
Applicando il 2° teorema integrale di Cauchy alla stessa curva c, di cui al punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:

2

L:j < :—2jz

(Slnh )2 7[ +Z

dcothE =
2

2 « z
=-2 -coth= - [ (coth = )Ldz e A (B5.0)
T+ 2 2 (mP 47, et —1 (1 +7%)

Calcoliamo I'integrale L1 = r’ ez"‘i( 2Zdzz)2
e —1(7°+z

La funzione integranda di L1 presenta un polo di 2° ordine nel punto z, =iz =a, ed infiniti

punti isolati nei punti z, =27k =b, (k=1, 2, 3, ...). Pertanto applicando la (B2.5), abbiamo:

. Cdlim [ 1 et +D]
B lim (z—a)? z(e*+1) | { TR }:
R= Z%a{(z—a)2(z+a)2 e’ —1 }—z%a (zta)y e -l

lim [ e’ +1 z
( S

z (z+a)ez—2(ez+l)}:i_ 1

= z-a|l(z+a) e -1 e ~1 (z+a)’ 8a 8
o . 1
Quindi: 27R(a) = 1
R(b)= lim z-b z(e*+1) _ lm 1 ze+1) _  4mk
1obei—1(12+7%)!  zobe (BP+z0)° x'(1-4k )2’
1 k 1 1 1
27 ) R(b)=—— — = er cui Ll=———
2R®) ;{(21( % (2k+1)2}8k 2 P P
7’ dz , 1 1. x
In definitiva, dalla (B5.0) abbiamo: L = j = =242 ()= 4
T

(Slh )2” +Z

dx

V1+4x

5.1) Calcolo e sviluppo dell’integrale M = J-: e

Operando abbiamo:

[ e 1‘14 —j e d1+4x = ~ [ Vitdx - [Vi+dxe (dx)]:
hY; X
—_—+§J.:e""«/l+4xdx (B5.1)
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I “W1+4xdx = (1+4x =y, da cui x—y; = —_[ \/_e_Tdy—
=leZJ;m\/;ejdy =(y=4t) =le1f Wte 4dt = 2ezfx/;e_’dt=

—2e4[j fe’dr—j Jied] = 2041 C - Z( Itk\/_dt
+§)

) (2k+3)
=264[ Z( Dt 4 Cleae 4[ Ly C }) 2 (B52)
Sk L3 i f %3

Sostituendo il risultato della (B5.2), nella (B5.1), otteniamo:

oo 1 Nk A—(2k+3)
I e dx = 1 +e* [\/; - 22 D" 2 ] (c.v.d)
0 4¢1+4x 2 2 k>0 k! 2k+3

o dx
Il valore numerico dell’integrale | e e uguale a 0,545641.
s J-O V1+4x ¢

6.0) Calcolo e sviluppo dell’integrale T = Jme‘z[l—ﬂ z
0 2(1—cosz)

T = refzdx— wiﬂdz —1_["e__zsmz (B6.1)

0 0 2 (1-cosz) 0 2 (I1-cosz)

. Z Z z
sin z ZSIHECOSE cosg e”+l 2 _ ‘

Ora, - = = (1+ y=i+2ie Yy e

1-cosz 2(sin§)2 sin% e -1 =0

Sostituendo nell’integrale dell’ultimo membro della (B6.1), otteniamo:

Z

~e °  zsing
J. e _J‘ _|: +2lze lz(1+k)i| ;= _+ZZJ. ze” (1+1+1k)dZ

0o 2 (I—COS Z) k>0 k=0

. 2 .
YT TR JoL Y)Y L BRIy yhl e L

2 Sh+ia+n)]} 2 & [1+lk]2 2 = (1+k ) 2 = (A+k0)

i 1-k* 2k
=47 B6.2

k=1" k=1"

Poiché il 1° membro della (B6.1) ¢ reale, dobbiamo considerare solo la parte reale
del 2° membro della (B6.2); cioe¢:

k
2y & =0,794234
;‘,(sz)2

In definitiva , abbiamo:
o zsinzg k o
[ er-————ldz =1- 22—2)2 = 0,205766, e quindi:

2(1—cosz) Stk
dalla (5.08) otteniamo: B+ Byl = 1- 22% = 0,205766
= or (1+k7)

6.1) Dimostriamo ora che

- - ] 1 e—Zi arctan(k)
J‘O 7o) g —

(B6.3)

(1+ik)* 1+k°
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Utilizzando il 1° teorema integrale di Cauchy, calcoliamo I’integrale I: ze "dz , (p>0).

Utilizziamo una curva semplice e chiusa c, costituita dal contorno di un settore circolare,
(il cui centro coincide con I’origine degli assi coordinati), avente un raggio p giacente

sul semiasse positivo delle ascisse, e 1’altro raggio, giacente nel 1° quadrante, che
forma un angolo @ col semiasse positivo delle ascisse,(fig. 3). Otteniamo quindi:

I xe ”"dx+j pele” ppe! pe’¢ld¢+j te'?e™ ¢ dt =0

Nella (B6.4) abbiamo indicato con ¢ un angolo compresotraOe 6.
Passando al limite per p — oo, il 2° integrale della (B6.4) si annulla, per cui
dalla (B6.4) ricaviamo:

i [ - < _pte'? . <, - s @+isin
e J‘O xe Pdx =L te™ " dt, da cui jo ARl [ g—

Ponendo p=+1+k* , e @=arctan(k), ritroviamo il risultato della (B6.3)

7) Procedimento per il calcolo di T"*(1)

ro = " rowelt = M Z[k _l)r”)(z)‘y“‘*‘” (2)
z—1 z—1

j=0
Mk—1Y_ . ‘
- Z[ PO M), (k>0)
j=0
=1
essendo Y(z)= L (Z) ! 1dt -7,
I'(z) 0 t-1
Derivando, n volte, rispetto a z, la (B7.2), ricaviamo:

\P(n)( ) J‘ lnt) It = ZJ-:tlﬁz—l(lnt)ndt:(t:e—u):

h=0

=_ijefu(thzfl)(_u)ne—udu — (_l)n—] I’l' 1

1
750 "0 im0 (h+2)"

Ponendo, nella (B7.3), z=1, otteniamo:

1 1
YO =-D"nY ——=(-=D""n! =(=D""n!l(n+1),(n>0)
= (h+D)" = ("
. I'a
Per n=0, dalla (B7.2) abbiamo: Y)y=—==-y
')
7[2

Per n=1, dalla (B7.4) ricaviamo: ¥'(l) = ?

Per j=k-1, tenendo presente la (B7.5), dalla (B7.1) ricaviamo:

k=2

rm = Z‘{k _1)1'” 'O MH+T M=)

j=0
Tenendo presente la (B7.4), troviamo:
k=2

(B6.4)

(B7.1)

(B7.2)

(B7.3)

(B7.4)

(B7.5)

rm= Z[k B 1}"”) MED T k= j =D k= D+T (M=), (k>1),  (BT.6)

j=0
Ponendo, nella (B7.6), successivamente, k = 2, 3, ...k, possiamo ricavare k-1
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equazioni, nelle incognite I"'(1),I""'(1),...,I"*’(1) . Supposti noti i valori di (k- j),
j=0,1,2,3, ... k-2, possiamo, facilmente, ricavareI"'(l) dalla prima equazione, e sostituirla
nella seconda; successivamente, ricaviamo I"'"'(1) e la sostituiamo nella terza; e, cosi di
seguito, fino ad arrivare a calcolare I'*’(1) in funzione di termini noti.

Oppure, una volta ricavate le k-1 equazioni come sopra definite, ¢ possibile calcolare

' (1) attraverso il metodo di Cramer (Gabriel Cramer, nato a Ginevra il 31.07.1704,
morto a Bagnols-sur Ceze il 4.01.1752).

. 1. . )
Con lo stesso metodo € possibile calcolare anche re (E) ; infatti, ponendo nella

(B7.3), z= %, ricaviamo:

2n+1
\P(n)( ) ( 1)}11 ' _( )nl ' —
;(m 1)n+1 §<2h+1)n+1

1 1 1 1
— _1 n—1 2n+1 ' _ —
( ) n |:z (2h)n+l + z (2h + 1)n+l z 2n+l (h)n+l :|

h=1 h=0 h=1

= (_1)n_1 2n+l n'|:z (h)n+1 - Z 2n+] n+l :| = (_1)"_1 n!(2”+1 - 1);(” + 1)

h=1 h=1

8) Calcolo e sviluppo dell’integrale S= I N " dz
= 1+e’ 1477

Per il calcolo dell’integrale S utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,

e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.1)

La funzione integranda di S presenta infiniti poli nei punti z, =iz(2k +1),k=0, 1,2, ...;
inoltre presenta un polo nel punto z=i.

Operando, abbiamo:

J-oo e™ dx N J~7r e pe’ide i lim Z—1i e”

2 i0 N 7] . . .
~]l+e’ 1+x O 14e” 1+ (pe") z—>i(z+i)z—i)1+e€°
lim — qz qi Gin(2k+1)
.y T C gl som 1 — = A(q)+iB(q)
= oo l+e’ 142 1+¢' oo — 1 1+[imr(2k +1]
COS(l—(I)
essendo  A(q) = —27[2 3121[7zq(2k—2i-1)] + z 2
S’ -1 2 1
2
Slﬂ(1 q)

Zcos[ﬂq(2k+1)] oz ' 9

B(q) =27
@ SrRk+1)’ -1 2 cos(l)
2
_1\k
Perq= l,abbiamo: A(l) = _27[2 . =D . L F 1
2 2 o T 2k+1)" -1 2 1
COS(E)
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1
B() =0

- e® dz
=l4+e’ 1+z
Per il calcolo dell’integrale U utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,

e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2)

9) Calcolo e sviluppo dell’integrale U =

La funzione integranda di U presenta infiniti poli nei punti z, =iz (2k +1),k=0, 1, 2, ...;

operando, abbiamo:

i0 "
J-flfe e™ dx +J-°<> e”™ dx +J'7r e pe’id@ N

= l+e’ 1+x el +e" 14 x 0 14+ 1+ pe”
. 0 a1+ £"id6 _ o lim 72—z, e*
14 e 14+ (—1+e&'?) 77, S 1+e 14z

1 eiiz(2k+l)

S -11+in(2k +1)
Per p = o0, e per € = 0, 1l 3° integrale del 1° membro della (B9.1) ¢ nullo,

e dalla (B9.1), ricaviamo:
iz (2k+1) —q

J-we‘”ﬂz. 1 e . e

/1] —_— + T
“l4+e" 1+x ~_11+ir(2k +1) I+e!

. . . 1-¢q
_ Zmzi [1-iz(2k +1)][cosmg(2k +1) +isin g2k +1)] iz e’ _

=1 1+7° 2k +1)° I+e
_ 2”21 sin[7zg(2k +1)] - 7[2(2k +1) Czos[7Zq(2k +1)] .
=g 1477 (2k +1)
. g
N 2m.zi cos[mg(2k +1)]+ 72(2/( +1) iln[ﬂq(Zk +1)] Y int
-1 1+7° (2k +1) Tre

Per q:% , abbiamo:

1

- x/2 _ k 2 +1 2
s == LY. ) ) G 1CL S
~l+e" 1+x oo l+ 71 2k +1) o0 1+7° 2k +1) l+e

e® 1 dz
l+e’ 1+z1+7°

10) Calcolo e sviluppo dell’integrale V = f

Per il calcolo dell’integrale V utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedasi Fig.2).

La funzione integranda di V presenta infiniti poli nei punti z, =iz (2k +1),k=0, 1, 2, ...;

inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:
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J.,],g e™ 1 dx N r e™ 1 dx N J-zr e 1 pe'’id6
—= e 1+xl+x®  Selde’ I+xl+x> 0 1407 14 pe® 14 (pe'®)?

0 eI1e) 1 '"’id@
+J.7r “l+aet® i6 N2
l+e I+(-1+&"”) 1+ (-1+&")
li — % li —i @
Y D - LISV e el N
2o o l+e’ 1+z1+2 z—=i(z+i)(z—i)1+e" 1+z
qim(2k+1) qi
) - LA (B10.1)
o 11+irQRk+1D)1-7"(2k+1) 1+e' 1+i
Passando al limite per p — oo, e per € — 0, il 3° integrale del 1° membro della (B10.1)
¢ nullo, e quindi dalla precedente relazione (B10.1) otteniamo:
- e 1 dx ~ |—ir(2k +1) cos[gm(2k + )]+ isin[mg(2k +1)]
J- 2 = 27”2 2 2 2 2 +
=l+e’ 1+ x1+x im0 1+ (2k+1) T°2k+1)" -1
cosq+ising 1—i imr e .
+ — = S(q)+1T(q), dove
I+cosl+isinl 2 2 1+e™ (@+T(@
b —sinc
sin[zg(2k +1)] - 22k + Dcoslm(2k + 1] O~ =sin(;=4)
S(q)=-27) - - + = ;  (B10.2)
>0 7" 2k+1)" -1 4 cos(l)
2
l_ + s1 l_
cosl 2k + )]+ 72k + Dsin[mg(2k +1)] 7 $OG ~ D s =)
T(q) = 27, ; ; -= ¥
k=0 7 2k+1)" -1 4 1
cos(—)
2
1=
re (B10.3)
21+e
Per q=% , dalle due relazioni precedenti ricaviamo:
_1\k
sShy=-27y D 7] (B10.4)
2 o T 2k+1D)"-1 4 1
COS(E)
_1\k
rly s oy D ZCRED 7 1 7 (B10.5)
2 T 2k+D)" -1 4

1 1
cos(— 4 cosh(—
(2) (2)
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