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SOMMARIO
Con il presente lavoro viene affrontato lo studio di relazioni riguardanti serie
divergenti, soprattutto quelle con termini a segni alterni, e dellaloro utilizzazione.

ABSTRACT
With this work we examine the study of relations concerning divergent series,

particularly those having powerswith aternate signs, and their utilization.

1.00 Introduzione

Unaserie s dice divergente quando non € convergente.
Le serie divergenti pitu comunemente note sono:

1-1+1-1+..=  (-D* (1.01)
1+1+1+1+... = kOko (1.02)
1- 2+3- 4+..= k 0(- )%k (1.03)
142+3+4+... = klk (1.04)
1- 3+6- 7+..= k l(- ¥ (2k +1) (1.05)
O- 1+2- 3+... = k O(- ) k! (1.06)

k30

Oltre le serie predette, esamineremo serie divergenti che presentano particolari caratteristiche.

Il grande matematico norvegese Niels Henrik Abel, (1802 — 1829), riferendos alle serie
divergenti, nel 1826 scrisse cosi a suo maestro Holmboé: “Les séries divergentes sont, en général,
guelque chose de bien fatal, et ¢’ est une honte gu’ on ose y fonder aucune démonstration...la partie
la plus essentielle des Mathématiques est sans fondement. Pour la plus grande partie, les résultats
sont justes, il est vrai, mais c'est |a une chose bien étrange. Je m’ occupe a en chercher la raison,
probléme trés intéressant”

Il grande matematico francese, Augustin Louis Cauchy, (nato a Parigi il 21 agosto 1789, morto a
Sceaux (Seine) il 23 maggio 1857), nella prefazione alla sua “Analyse Algébrique’, nel 1821,
scrisse; “ Jai été forcé d’ admettre diverses propositions qui paraitront peut-étre un peu dures. par
exemple, qu' une série divergente n' a pas de somme” (vedasi Bromwich, testo [2], pagg. 320 e 321).
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J. E. Littlewood, (John Edensor Littlewood, Regno Unito, nato il 09.06.1885, morto il 06.09.1977),
nella sua prefazione a testo [1] rivela che Abel, nel 1828, scrisse: “Divergent series are the

invention of the devil, and it is shameful to base on them any demonstration whatsoever”.

2.00 Consideriamola serie:
(DK =t (2.01)
0 1+x
Laserie (2.01) & convergente per |X <1, ed & divergente per x3 1.
Ponendo, nella(2.01), x=1- €, con €>0, piccolaa piacere, otteniamo:

1

-)A- 8 =— 2.02
GRS Mt e (2.02)
Passando al limite pere ® 0, dalla (2.02) ricaviamo:
(-D*=1-1+1-1+..= L (2.03)
k30 2
Laserie 1- 1+1- 1+... étalechelasommadei primi 2n termini € uguale a zero,
mentre lasommadei primi 2n+1 termini € uguale a 1.
Seindichiamo con slaserie
1-1+1-1+... =5,
possiamo scrivere:
s=1-(1-1+1-1+..) =1-s, dacui s= %
Ritroviamo cosi la (2.03)
Derivando la (2.01), rispetto ad x, otteniamo: (- )kx** = — ! =
kel (1+X)
sostituendo k-1 ak, ricaviamo:
1
(- D*(k +Dx* = (2.04)
k0 1+ x)?
Ponendo, x =1 — , e passando al limite per 0, troviamo:
(D*k+D= (D=L 243- 4+..= (2.05)
k30 k31 4

(vedasi G. H. Hardy, T&sto[l], pag.3), (Godfrey Harold Har dy, nato a Cranleigh,
Inghilterra, il 07.02.1877, morto a Cambridge, Inghilterra, il 01.12.1947).

3.00 Laserie(2.01), comeabbiamo detto, edivergenteper x3 1.
Esaminiamo I'integrale
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A= ey (3.01)

L’integrale A e chiaramente convergente per Re(x) > -1,
ed e quindi convergente anche per x>1.
Infatti, ponendo, nella (3.01), y(1+x) =z, abbiamo:

A= “evgy = 1 Yoo L (3.02)
0 1+x 0 1+x
: : (- ¥
Ricordando che larelazione e = w
k30 d
e valida per qualunque valore di x ey, ricaviamo:
— ('X)k¥k-y _ Ckok — L
A= k30—k! ,ve dy = k30( D*x Ty’ (3.03)

La(3.03) &, percio, daritenere vera anche per x>1.

Possiamo, pertanto, affermare che la serieindicataa 1° membro della (2.01)

e divergente per x3 1, mae rappresentata da 1%
X

In generale, come rimarcava Cauchy, “la proprieta caratteristica delle serie alternate

erivelata dalla serie geometrica seguente:

1 1 t t* t

—— =T —4+—_-—+.., 0 t>0 3.04

c+t ¢ ¢& ¢ ¢ (309
che é vera non solo quando converge, ma anche per ogni arbitrario positivo

valoredicet”. Riscrivendola(3.04) conil resto, nellaforma:

1 l 2 3 n
EEO I
c+t c cC C C C

t™ 1
n+2 '
™t
C

+(-D)™ (3.05)

essa & vera senza eccezioni (vedasi Knopp, Testo [3], pag. 534), (Konrad Hermann

Theodor Knopp, nato aBerlino il 22.07.1882, morto ad Annecy, Francia, il 20.04.1957).

3.01 Integrazione per le seriedivergenti

Seunaserie, A, X—' = f(x), edivergente, per x>a, (a, costante), moltiplicando,
n!

n30
ambo i membri della predettarelazione, per € *, ed integrando, rispetto ad x, trai limiti
zero ed infinito, otteniamo un’ atra serie divergente, definita da:

Yotk ¥ e
O n30 n. 0
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3.02 Ora, poiché, per x>1, il 1° membro della (2.01) diverge, applicando,
ala(2.01), I'integrazione di cui a punto 3.01, otteniamo:

X

(- D¥ “exdx= o dx,
K0 0 01+x
ciog: (-DK= e Inl+ x)dx (3.06)

k30

L’integrale del 2° membro della (3.06) I’ abbiamo ottenuto utilizzando I’ integrazione

per parti dell’integrale :dex; abbiamo cioé:
X
¥ ¥ £ ¥
—dx = . e*dInl+x) = [e*Inl+x)+ e ”In(l+ x)de: . e “In(L+ x)dx

Non e difficile calcolare I'integrale indicato nel 2° membro della (3.06) ; infatti:
B= :e'xln(1+ X)dx = (1+x=y) = e1¥e'y|nydy =
=€ : (Iny)e~dy- Ol(ln y)e'dy = eB1-B2)

¥ lim ¥ lim
L’integrale Bl= e’Inydy = D eVdy = D_CG(e+1) =
eg . ydy = o oDl o YEW = o DLl

=C@)=Y@D)=-9,
essendo, =0,5772156649, laben nota costante di Eulero-Mascheroni, e,

()= _t*%e'dt, Re(2)>0,

e laben nota Funzione di Eulero di seconda specie; Y (2) = _Cq@Z)) ,
y4
(Leonardo Euler, nato aBasileail 15 aprile 1707, morto a San Pietroburgo il 7 settembre 1783).

(Lorenzo Mascheroni, nato a Castagneta, Bergamo, il 13.05.1750, morto a Parigi il 14.07.1800).
L’integrale

B2= (Iny)e’dy = (y=¢") = (-2 e’ (-d7)=

k k k
_. (D~ s Ay, = -9 1 = -1
wo K0 wo K (k+D? ) KK
Pertanto: B= " g = _egr D (3.07)
' 0 14X w1 Kk 7

Dalla (3.06) e (3.07) facilmente ricaviamo:
_ k
(-D Kkl = - e(g+ %) = 0,596347, (3.08)
k30 k31 .

che e perfettamente identica alla formula riportata da Hardy, (vedasi Testo [1] , pagg. 27-28).
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_ k-1 k
3.03 Ricordiamo la notarelazione ()TX =In(1+x) (3.09)
k31

[l 1° membro della (3.09) rappresenta una serie che converge per M £1, ediverge

per x>1. Pertanto, applicando, ala (3.09), I'integrazione di cui a punto 3.01, otteniamo:

_ k-1
CD7 Y okerdx= (D)<Y (k-1)1= e In+ x)dx,
k31l 0 k31 0
da cui, sostituendo k-1 ak, troviamo: (- D*ki= ; e “In(1+ x)dx,
k30
relazione perfettamente identica alla (3.06).
3.04 Consideriamo, ora, la serie:
(-DHKIXE = 0l —1Ix + 21 x* - 31 xX°+... (3.10)
k30
Laserie (3.10), per x>1, e certamente divergente.
Il 1° membro della(3.10) & pari a (- D*xKkl= (- D*X ;t"e'tdt (3.11)
k30 k30
-t
Applicando la (3.04), otteniamo: (- D*x Kl = ;1e+—tdt (3.12)
k30 X

Eulero, nella sua corrispondenza con Nicholas Bernoulli, dimostra che la serie

X (- D)*x*K! soddisfaformalmente I’ equazione differenziale:

k30
2 dy _ T .
X TY=% dacui egli ottienel’integrale
X
x O dz L1
y= e ¢ —; soslituendoin quest'ultimo integrale — - = =t,
‘ z X

-t
ricavafacilmente I'integrale y= ;%dt (vedasi Bromwich, Testo [2] pag 323).
X

Pertanto, risulta verificatala (3.12) per ogni X positivo, e quindi anche per x>1.
Osserviamo che I’ integral e seguente:

-t
a ‘&8 ddistal equazione differenziale ¥ = 2 4 by | b0
0 t+bx dx x

La soluzione della predetta equazione differenziale € data da:

2 3
y:-il-i+2 1 -3 1 +... -2 (-1)"—'k,laqualeé
bx bx bx bx bX 10 (bx)

. v e'dt
rappresentata dall’integralee C=- a 0 17 b
X

(vedasi Bromwich, Testo [2] pag. 349).
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3.05 Riprendiamo la serie (2.01) (- D*x* S
o 1+X

Deriviamo ambo i membri della precedente, n volte, rispetto ad x. Operando, abbiamo:

Cyr GKHD e G+ (D 319
o' Gk+l-m) TGN @+

Per k compreso tra0 e n-1, i termini corrispondenti del 1° membro della (3.13) sono nulli;

L .- 0; pertanto, ponendo, nella (3.13), k-n=h, abbiamo:

infatti, per ogni ksn, ——— =
Gk+1-n) ¥

o X +N+D (-1l

vl D TEme) @™

n+h
da cui ricaviamo: -] h 1

. h X = W (314)

Per il calcolo delladerivatadi ordine n, rispetto ax, di (x*) edi (L+x)*,

abbiamo utilizzato, rispettivamente, le formule:
Ck+D) i, 4G

+1) -l—n_ n
S TR (315)

Larelazione (3.14) & ben nota, ed & valida per |x <1.

DO = ., DM(L+X)

[l 1° membro della (3.14) costituisce una serie che é divergente per x3 1,
ma e rappresentata dal 2° membro della medesima (3.14).
Quindi, applicando, adla(3.14), I'integrazione di cui a punto 3.01,

. e .
otteniamo: -" x"e *dx = s CI08
X

n+h -x
-1 = " X e

(-D"(n+h)!_ « e’dx
o n! o (1+x)"™
Ponendo, n=0, nella (3.16), ritroviamo la (3.06).
Il 1° membro della (3.16) costituisce un’ altra serie divergente, rappresentata,

(3.16)

per ogni n intero positivo, dal valore finito dell’integrale del 2° membro della (3.16).
: ¥ e dx
L'integraleE= ——

eg 0 (1+ X)n+l
[l 1° membro della (3.16) possiamo trasformarlo nel seguente modo:
+h | I
S L 1)h_(“+|h)- —(th=k)= (-~ K =
n!

he 0 h he 0 ke n nl

I" abbiamo calcolato con diversi metodi nell’ Appendice A.
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SED e ek = 6 2”1 " DK+ % (- D xe

N e, k=0 L k=0 L ko

Utilizzando la (3.06), e tenendo presente la (3.16), ricaviamo:

- X _1\"-1n-1 - N\" - X
g R S 317)
0 (1+x) N n 0 1+x
La(3.17) eunarelazionereale, valida per n>0, ed € una formula ottenuta,
efficacemente, utilizzando serie diver genti.
Il risultato fornito dalla (3.17) & conforme a quelli ottenuti con i metodi applicati
nell’ Appendice A.
-t
3.06 Riprendiamo larelazione (3.12) (- D x Kl = :le+—tdt
k0 X
Abbiamo detto che essarisulta verificata per ogni x>1.
Pertanto, applicando, ala(3.12), I'integrazione di cui a punto 3.01, ricaviamo:
k ¥ Ko x ¥ x ¥ e_t LN
(-Dk! x‘e*dx= edx ——dt,cioé
¥y ¥ @ ()
(- D*(kN? = —dtdx (3.18)
y y g ()
L’integrale doppio, F = 0 o 1ot tdx, indicato nel 2° membro della (3.18),
possiamo trasformarlo ottenendo il seguente risultato:
- (x+) _
F= " " dtdx = 4 te =™t (3.19)
0 0 1+ xt 0
La trasformazione dell’ integrale doppio € riportata nell’ Appendice B, punto 1).
K (1112 ¥ - 2sinht
Pertanto: -D(kH° =4 C dt (3.20)

k30
L’integrale indicato nella (3.20) e convergente; infatti, osserviamo che per t compreso
tra zero ed infinito, sinht >t, e quindi

4 :te'2§“htdt<4 ;te'”dt =1

In definitivail 1° membro della (3.20) costituisce una serie divergente, rappresentata
dal valorefinito dell’integrale indicato al 2° membro della (3.20).
Il valore numerico del 2° membro della(3.20) é uguale a 0,668091.

4.00 Sui numeri di Bernoulli
(Jacob Bernoulli, nato aBasileail 27.12.1654, morto ivi il 16.08.1705)
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E' noto che

e +e¥+e¥+..= e"= = , (4.01)

Moltiplicando, per xe ™, i membri della (4.01), abbiamo:

o
we (erpx = X€

—, P30, (4.02)
k31 e -1

X x¥

Ricordiamo che: - = B,—,
e = 1 k30 kl

(4.03)

essendo, B, , i ben noti numeri di Bernoulli, i cui primi valori sono dati da:

-1 1 -1 1
B. = =—,B, =—,B,=—,B. =—
e T R

La (4.03) & convergente per |x < 2p, ed & divergente per [x|2 2p.

; Byu =0 perk=1,23,...

Sostituendo la (403) nella (4.02),

o ] xe ™ xke ™
ricaviamo: xe kP =" = B (4.04)
x |
kal e 1 k30 k.

Derivando i membri della (4.04), n volte, rispetto ax, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:

"N _ _ non (x<)D (e Py D
. (X)(])(e—(k+p)X)(n— i = B, ' (x)"(e™) (4.05)
k31 j=0 k30 j=0 ] kI
Nel puntox =0, il valoredi x & diverso da zero solamente quando j=1, mentre
il valoredi (x*) & diverso dazero solamente quando j=k.
n 1(- n-k
Pertanto, dalla (4.05) otteniamo: n () k+pti= B " KEPT
k31 k30 k kl
. n-1 1 n k ~n-k
dacui: (k+p " =-= B, , -Dp (4.06)
kel N o k
dove p, ripetiamo, rappresenta un qualsiasi numero reale non negativo, (p3 0).
Esamineremo vari casi.
a) Casodip=0
Perp=0, p"** 0 soloquandok = n.
—— S ri_ (DT
Quindi, dalla (4.06) otteniamo: K" = B B, (4.07)
k31
Per n=2m+1, (m=1,2,3,...), troviamo:
2m B2m+1 — H —
=—"-=0, inquanto B, ., =0
el 2m+1
ciog, 1" +22"+3"+ .. =0 (4.07a)
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Introduciamo la Funzione Zeta di Riemann (Georg Friedrich Bernhard Riemann,
nato a Breselenz, nell’ Hannover, il 17.09.1826, morto a Selasca, sul Lago Maggiore,
il 20.06.1866),

2(=1°+2°+3°+..= Kk, Re®s>1 (4.08)
k31

Per la(4.07a) abbiamo: z(-2m)=0

Per n=2m, dalla(4.06) troviamo:  z(1- 2m)= k*™'=- % cioé
m

k31

z(1- 2m) =2t + 22"t 4 P = Bom (4.09)
2m
(vedasi Testo [4], pag. 1074).
Ponendo, nella (4.08), s=0, troviamo: z(0)=1+1+1+..= Kk°
k31
Nell’Analisi Matematicasi dimostrache: z(0) =1+1+1+..= k°=- % (4.099)
k31
(vedasi Testo [5] pag. 104).
Se poniamo, nella (4.07), n=1, ritroviamo la (4.09q)
Ponendo nella (4.09), m=1, troviamo z-)= k=- B_ .1
ko1 2 12
. 1
Cioe, 1+2+43+...= - — (4.09b)
12
Dalla precedente, moltiplicando ambo i membri
per due, ricaviamo: 2+4+6+... = - % (4.09¢)
- 1 1 1
E quindi: 1+3+5+... = 1+2+3+... - (2+446...) = - —+==— (4.10)
12 6 12
In tal modo, abbiamo utilizzato le serie diver genti (4.09b) e (4.09c).
Ora, osserviamo che:
(DK = CDURHD = (kD (DM (K+D) 0=
k31 k30 k30 k20
=z(s)- (2k)°-  (2k)° =(1- 2"9)z(9) (4.12)
k31 k31
Ponendo, s=-2m, nella (4.11), troviamo:
(- DK™ = (- 2%*™)z(-2m) =0, inquanto z(-2m) =0 (4.11a)

k31
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Ponendo, s=1-2m, nella (4.11), tenendo presente la (4.09),

2m _
troviamo: (- D%k = (1- 2°M)z(1- 2m) = 2 152m (4.11b)
k31
Dalla (4.11) ricaviamo:
(k+D) °=(@1-2%z(s) =1°+3°+5°+... (4.12)
k30
(k+2)°=2°2(5) =2°+4°+6°+... (4.13)
k30
Ponendo, s= - 2m,
nelle (4.12) e (4.13), troviamo: (k+1)*™ = 0, k+1)*" =0
k30 k30
Ponendo, s=1-2m, nelle (4.12) e (4.13),
troviamo: (K +1)>™* = (22" - 1)% (4.12a)
K0 2m
2m-1 _ BZm
k+p ™t =- == (4.139)
K0 2m

| primi membri delle (4.12a) e (4.13a), per m=1,2,..., sono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori finiti dei secondi membri delle medesime relazioni.
Ponendo nella (4.11), s= 0, troviamo:

1-1+1-1+... =(-1) z(0) = (- D(- 1) -1
27 2
Ritroviamo cosl, per altravia, la (2.03)
Ponendo, nella(4.11), s=-1, abbiamo:
1- 2+3-4+... =(1-4) z(- ) = (- 3)(- i) _ (4.14)
12° 4
Ritroviamo, per altravia, la (2.05)
Utilizzando la (4.14) ela(4.09c), ricaviamo:
_ _1 1, 1
143+5+... = 1- 2+43- 4+ +(2+4+6+..)= =+ (- =)= —
4 6° 12
Ritroviamo, per altravia, la (4.10)
Ponendo, nella (4.12), s=-1, troviamo: 1+3+5+... = (- D(- %)) = %
Ritroviamo, per unaviadiversa, la (4.10)
Ponendo, nella (4.13), s= -1, troviamo: 2+4+6+... = 2(- 1—12) =- %
Ritroviamo, per unaviadiversa, la relazione (4.09c).
Derivando, rispetto ad s, il 1° e |’ ultimo membro della (4.11), troviamo:
(- D*k (- Ink) = (1- 2v°)z@s) + Z(9)2"°In2 (4.15)

k31
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Per s= 0, troviamo:
(- D*'K°(- Ink) = (1- 2)2@0) + z(0)2In2

k31l

Nell’Analisi Matematica s dimostra che: ) = - %In(Zp),

(vedasi Lindel6f, Testo [5], apag. 104).

Essendo, inoltre, z(0) = - % ricaviamo:

(-D'(Ink) =In1—In2+In3—Ind +... = - %In(z,o) +In2 = - %In% (4.16)

k31

(vedasi G.H.Hardy, Testo [1], pagg. 346 e 347).

Dalla (4.16) ricaviamo:
2 p2 2
240 (2n)° —)= In— dacui

1” 3 52 7 (2n- 1)° 2

2 A2 2 2
2°4°6 2n° _p (4.17)

2 3F5 7 (2n-1)2 2

me @’y im @Y ia@a7) ricaviamo:
n® ¥ (2n-1) nN® ¥ (2n- 1)(2n+1)

Poiché

lim 224466 2n 2n  _ lim (2"'n)?2"n2"nl _

n® ¥13355772n-12n+1  n® ¥ @) 2n)i@n+1)
lim  2*[gn+p)t  _ lim 2““[G(n+1)]4
® 2 2n
n ¥[G(2n+1)] (2n+1) ne¥ 2 Gn+ )G(n+1) (2n+1)
5
_lim [a(n+1)] _ lim np  _p
n® ¥ 2 T n® ¥ (2n+1) 2

\/%G(n+;) (2n+1)

Nella dimostrazione precedente abbiamo utilizzato le formule

lim Gn+1) _ lim _on 1
n®¥G(n+;)_n® ¥\/ﬁ’ © G(2n+1)_\/776(n+§)6(n+1)

La(4.17), scrittanellaforma
p

lim 224466 2n  2n 2n
O( ):_1
e 2n 12n+1 2

ne® ¥ (1 33557 '2n- 12n+1 “me ¥
prende il nome di “Prodotto di Wallis’ (John Wallis, nato a Ashford il 23.11.1616,
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morto a Oxford il 28.10.1703).

b) Caso di p intero postivo.
Ponendo nella (4.06), k+p = h, ricaviamo:

p
(+p)™'= ("= B Wi=- 2 g T ()fpr (419
K31 he p+l 1 h=1 Nyso K
Per n=1, dalla (4.18), troviamo:
p
k+p°= - R =(L+l+l+..) - p = - % p (4.19)

k31 h31 h=1
Per ottenerela (4.19) abbiamo utilizzato la serie diver gente (4.09a).
Ponendo, n=1, nell” ultimo membro della (4.18), ricaviamo:

- (Byp-B)=-p- % valore identico al risultato della (4.19)

Per n=2, dalla (4.18) ricaviamo:

p
(kK+p)= h-  h=(1+243+..) = (1+2+3+...4p) = - —- L (p?+p) (4.20)
ko1 W1 hel 12 2
Ponendo, n=2, nell’ ultimo membro della (4.18), ricaviamo:
p2 -1 -2 —_ 1 2 1
- —(B,- 2 +B =—(p"+p-—,
5 (B~ 2B.p" +B,p7) = (p'+p)-

valoreidentico al risultato della (4.20).
Per ottenerela (4.20) abbiamo utilizzato la (4.09b), che € una serie diver gente.
Per n=2m+1, (m=1,2,3...), dalla (4.18) ricaviamo:
p

(k+ p)2m - h2m _ h2m: 0_(12m +22m +32m + .+ p2m) -

k31 h31 h=1

- m 2m+1
— —1 - 2mtl- 2k 1 p2m da CUi
2m+1,., > 2k 2

1 ™ 2m+1 1
12m+22m +32m +..+ 2my — 2m+l- 2k += 2m 4.21
( P = oot Bugye P 5P (4.21)
Per p=1, ricaviamo:
m 2m+1
B, =m+ 1 (4.219)
k=0 2k 2

Per ottenerela (4.21), abbiamo utilizzato la (4.07a), che e una serie diver gente.
Per n=2m, dalla (4.18), ricaviamo:

B

p
(k+ p)2m—1 - h2m—1 _ h2m—l: _ 2m (12m—1+22m—1 +32m—1 + .+ p2m—l) -

k31l h31l h=1
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-——~ B , da cui

2m,., ¢ 2k P 2P

12m—1+22m—1+32m—1+ + p2m-1 :im_lB 2m pzm- 2k +£ p2m—1 (4 22)
B 2m .o ¢ 2k 2 '
Per p=1, ricaviamo:

m-1 2m
B, =m (4.229)

k=0 2k

Per ottenerela (4.22), abbiamo utilizzata la (4.09), che € una serie diver gente.

4.01 Consideriamo la serie
e’-e”+e¥+. = (-DFe™ = e -_1 .
ko1 l+e* e +1
1 01 .1 _ 12
e+l e-1 e-1 e-1 e*-1

(4.23)

Moltiplicando la (4.23) per xe ™, (p 3 0), otteniamo:

(- ixe tomx 2 X€ T 2x€
k31 ex = 1 ezx - l
Tenendo presente la (4.03), ricaviamo:

K A= PX K A pXx
(kD)X x‘e 2x)e ™ _
(-D<ixe @@= B S—— - B —— =

k31l k30 k' k30 kl k30

(1- 2°)x e ™

B, , (4.24)

derivando, n volte, rispetto ad x, il 1° ed il 3° membro della (4.24), e ponendo
dopo, x=0, troviamo:

(_ 1)k—1 "on (X)(j)(e-(k+p)><)(n-j) — Bk non (l- 2k)(xk)(j)(e' pX)(n— i)
ka1 =0 | ko  j=0 | k!
Tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, ricaviamo:
n
(Yk+p=E B2 -1 (D (4.25)
k31 N0 k
Esamineremo vari casi
a) Casodip=0
Ponendo, p=0, nella (4.25), troviamo:
(- Dkt = jS-den-n (4.26)
ka1 n

Per n=1, dalla (4.26) abbiamo:

1- 141- 1+... = (- I)(-

N
N
1
N

Ritroviamo, per altravia, la (2.03)
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Per n=2, dalla (4.26) abbiamo: (-1(k+1) =1- 243- 4+..= %%(3) =:11

k30
Ritroviamo, per altravia, la (2.05)
Per n=2m+1, (m=1,2,3,...), ricordando che B,,,,= 0, dalla (4.26) abbiamo:

1

_1k-lk2m :12m_ 22m +32m_ 42m+-“: -—B 22m+l_ 1 =O, 4.27
D g B (2T D) (4.27)
Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per m =0, ritroviamo ancora la (2.03).
Per n=2m, dalla (4.26) ricaviamo:
(_ 1)k-lk2m-l - 12m-1 _ 22m—1 + 32m-1 _ 42m-1 +..= i B2m(22m _ 1) (4.28)
kel m
Ritroviamo, cosi, la (4.11b)
Per m=1, dalla(4.28) abbiamo: (-1)“'k=1- 243- 4+ =%%(3) =%
k31

Ritroviamo ancora la (2.05)
b) Casodi p intero positivo
Ponendo, nella (4.25), k+p=h, otteniamo:

(_ 1)k-1(k + p)n-l - (_ 1)h- p-lhn-l - (_ 1)p (_ 1)h-lhn-1 _ . (_ 1)h-1hn-l —

ka1 he p+l he1 h=1

B(2- 1) E (- )< p¥ (4.29)

k3

Per n=2m+1, (m=1,2,3,...), tenendo presente |a (4.27), ricaviamo:

p
(_ 1)h—1h2m :12m _ 22m +32m _ 42m +..+ (_ 1) p-1 p2m:

h=1
1 2m+1 1
=(-"? B 22k -7 2m+-2k 4 = n2m 4.30
(D oy, Ba@ D o PSP (4.30)
Per p=1, ricaviamo:
m 2m+1
B, (2% - 1) » = m+% (4.309)

k=1
Per m=1, dalla (4.30) ricaviamo:
p
((D"h?=12- 22432 42+ +(-1)Pp? = (- 1)P'1§(p+1)
h=1
Abbiamo ottenuto la (4.30) utilizzando la serie diver gente (4.27).
Per n=2m, dalla (4.25) otteniamo:

CDFHkE P

k31 k30

2
B2 -1, ()P (4.300)

da www.maecla.it 14




Per p=1, ricaviamo:
22m-l_ 32m-1 + . = (_ 1+ 22m—1_ 32m—1+.")+1 - _ (1_ 22m—1 +32m—1_ 42m—1".)+1:

2m
=L B, %1
2M s 2k 2

Tenendo presentala (4.28), otteniamo:

m 2m
B, (2% - 1) o =M (2*"- 1B, (4.30C)

k=1

Casodip :% , (M ed N interi positivi, primi traloro)
. M .
Sostituendo p = N nella (4.25) otteniamo:

(_ 1)k—1(Nk + M)n—l — l

k1 Nyso

B2 - D) | (D ()TN

M" M" N, 1

n N n
= B.(2-1  (-D* ()= B, (2% - 1 —)*+=M"M 4.31
N B@D CDE ST Ba@ D) (745 (4.31)
Per n=1, dal 1° membro della (4.31), abbiamo:
(- DNk +M)° =1- 1+1- 14, =1
o1 2
Per n=1, anche I’ ultimo membro della (4.31) fornisce %
Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03)
Per n=2, dal 1° membro della (4.31) troviamo:
-DY(Nk+M)=N (-D*'k+M (-D** “Inelm (4.32)
k31 k31 k31 2
Dall’ ultimo membro della (4.31), per n=2, troviamo:
2 2
MiB@-n°Nyeip=Nig,ly_iyiiy (4.33)
N 2 M 2 26 2 4 2

Constatiamo chei risultati della (4.32) e della (4.33) sono identici.
Abbiamo ottenuto il risultato della (4.32) utilizzando le serie diver genti (2.05) e (2.03).

4.02 Ponendo, nella (4.03), x=pz, p> 0,
P2~ pemen= g (P2 (4.34)

otteniamo: oz k
e - 1 k30 k30 kl

Moltiplicando gli ultimi due membri
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k Az(p-1)
della (4.34), pere*™? , abbiamo: oze ey = g (P €777

k3 0 k3 0 k!
Derivando, n volte, (n>0), rispetto a z, ambo i membri della (4.35), troviamo:

"N (h) n-h - z(pk+l) _ pk TN o n-h ~z(p-1)
p h(Z) [- @+ pk)]""e = B h(Z) (p-D""e

k30 h30 k30 kl h=0

Dalla (4.36), tenendo presente quanto precisato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo,
z=0, ricaviamo:
n

_ -1
ek =0T g

k30 PN ko K

(p- ™~

Ponendo nella (4.37), n=2m+1, (m=1, 2, ...), troviamo:

m 1 2m+1
1+ k 2 - B k _ 1 2m+1- k
k30[ pK] DM+ s P (p-1)

Per p=1, abbiamo:  (1+k)*" = k®™ =0.
k30 k31
Ritroviamo la (4.07a).
m 2m+1
Per p=2, abbiamo: 42k =+ B, 2¢ =0,
in quanto, z (- 2m) =0
o x 2Mm+1
Dalla (4.39), ricaviamo la notevole formula: B, 2 K =2m+1
k30
Sommando, membro a membro, la (4.21a) con la (4.30a), otteniamo la (4.40)

Ponendo, nella (4.37), n=2, troviamo:

[1+ pk]2-1:(1+1+1+...)+ p(1+2+3+.._):-l_ pi;

k0 2 12
(-1)2-1 K 2 2k - -1 2 - 1 p
B - )%  =_Z[By(p- )®+B,p2(p- ) +B,p*]=- =- =
02 g P (P D 2|C)[ o(P- D" +Bp2(p-D+B,p’]=- - 7

Possiamo constatare chei risultati della (4.41) e (4.42) sono identici.

Per ottenere la (4.41) abbiamo utilizzato la (4.09a) e (4.09b), che sono serie divergenti.

Per n = 2m, dalla (4.37), otteniamo:

1+ p™ =L gk 2™ (p- e
k30[ pK] 20 s P (p-1)
Per m=1, dalla (4.43) ritroviamo gli
stess risultati delle (4.41) e (4.42). Per p=1, dalla(4.43) ricaviamo:
(1+ k)2m-1 — k2m-l - . %

k20 kel 2m
Ritroviamo la (4.09).
Per p=2, dalla (4.43) ricaviamo:
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)



_1 2m m
(1+2k)>™* = -1 B, 2 am _1 1 B, 2% 2m
k30 4m k=0 k 2 4m k=0 2k

ma, (1+2k)*™* = (1- 2°™ Yz (1- 2m)

k30

2m-1 _
Ricordando la (4.09), ricaviamo: (1+2k)*™* = 2 1

k30

2m

Ritroviamo, cosi, la (4.12a).

Confrontando la (4.44) con la (4.45),
m 2m

otteniamo: B, 2% =2Im- (2°™'-1)B,, ]
k=0 2k

Sottraendo, membro a membro, la (4.22a) dalla (4.46), otteniamo la (4.30c)

: : X x“
5.00 Riprendiamo la (4.03) =

B, —
ex - 1 k30 kl
Come abbiamo detto, la serie indicata nel 2° membro della (4.03) risulta divergente

per X3 2p- Applicando, alla (4.03), Iintegrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

vxeldx gl Ve = B=1-1+ B,
0 eX = 1 kSO k! 0 k30 2 k31

Calcoliamo I’integrale che figuraa 1° membro della (5.01). Operando, abbiamo:

¥ xeox _ ¢ xe'xe'_xdx = Y e gy = 1 : _p
0 ex'l 0 1‘ex kaoo k30(k+2) 6
Pertanto, dalla (5.01), ricaviamo:
_p* 3
82
k31

Il 1° membro della (5.02) costituisce, chiaramente, una serie diver gente,
la quale é rappresentata dal valore del 2° membro della stessa (5.02).

Osserviamo chei termini dellaserie B, sono asegni alternati.
k31

Infatti, dalla notaformula:

v X2n

2 _dx, (n=123..)

B = _1n—l -2n
2n ( ) /0 O(th)2

rileviamo che per n pari, B,, presenta un valore negativo, mentre per n dispari,
B,, presentaun valore positivo, cioé B,, <0, B, , >0,

Laformula (5.03) trovasi nel Testo [4] pag. 1076, (formula 9.611-2).

Laformula (5.03) é stata verificata nell’ Appendice B-punto 3), utilizzando siail 2°

teoremaintegrale di Cauchy, siail metodo del limite e derivata.
Applicando la (3.04) dla (5.03), otteniamo:
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

(5.00)

(5.01)

(5.02)

(5.03)



— Ca\n1n-2n ¥ X" _ ¥ X dx
i BZn_ n31( 1) P 0 (th)zdx T (th)z ,02+X2 (5-04)

[ 1° membro della (5.04) € una serie divergente, rappresentata dal valore finito
dell’integrale che figura nell’ ultimo membro della (5.04).

2

2
Confrontando la (5.04) con la (5.02), ricaviamo: X 5 de 5 = p-_3
0 (shx)® p° +Xx 6 2
, ARG ax
L’integrale G = > — 5 €certamente convergente.
0 (shx)” p° +x
Infatti, per ogni x, compreso tra zero ed infinito, risulta che shx >x, e quindi:
¥ X dx _ ¥ _dx _1
0 (ShX)2 p2+x2 0 ,02+X2 2
. . . ¥ X dx
Abbiamo calcolato, nell’ Appendice B-punto 2), I’integrale G=

0 (s)? p? X
utilizzando il teorema dei “Residui”, piu esattamente il 2° teoremaintegrale
di Cauchy, ed abbiamo trovato lo stesso valore fornito dalla (5.02). Abbiamo avuto cioé:

2 2
B, = . P 3 (5.05)
1 0 (shx)® p? + x* 6 2

La(5.05) éunarelazionerealeevera, ed e stataricavata dal confronto

di duerelazioni, ottenute utilizzando serie diver genti
Il procedimento eseguito nel caso esaminato € daritenersi, quindi, valido.

5.01 Sostituendo, nella (5.00), -x ad x, troviamo: - = B,
e X = 1 k30 kl

Per |x| 3 2p, laprecedente relazione e divergente, per cui, applicando,

allamedesimarelazione, I'integrazione di cui al punto 3.01, abbiamo:

_ 2
P — Yo X _dx=  xe ™y = L 2 =P
0 ex'l 0 1'ex k30 0 k30(1+k) 6
_ k
B UD “yerdx = B2 :1+% + B,

k30 kl 0 k30 k31

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni,

N w

2
troviamo: B, = p_.
@1 6

che éidentica alla (5.02).
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5.02 Ponendo nella (4.03), x =iz, (i €I’ unitaimmaginaria), ricaviamo:

: Ak K o2k
iz _ gl _ g (D27 501 (5.06)
elz - 1 k30 kl k30 (Zk)l 2

iz 1z _iz(cosz- 1-isinz) _ iZ+ zsinz

é?-1 cosz+isinz-1 (cosz-)?+(sinz)> 2 2- 2cosz

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tralarelazione
precedente e la (5.06), otteniamo:

zsinz (-nkz* B - B z%?
2(1- €0S2) o ¢ (2K)! o1 K)o P (dk- 2
ZCOSZ
4k- 2 4k —
dacui [Byr o +[By| o] =1- —2 (5.07)
o1 (4k - 2)! (4K)! Zsin;

Le parti immaginarie sono soddisfatte.
Per |43 2p, (z* 2kp), la seriedel 1° membro della (5.07) non converge, ma costituisce

unaserie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro della stessa relazione.
Pertanto, applicando, ala (5.07), I'integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

|B4k|i ¥ 2% 2z + B4k_2; gy Cer. N2 g,
k31 (4k)| 0 k31 (4k' 2)' 0 0 2(1' COSZ)
da cui ricaviamo:
¥ zsinz
B,|+ B,,= €°‘l-——]dz 5.08
Bulr Bus= e 58)
R 2k
ciog k31[|B4k| +B,,]=1- o = 0,205766 (5.09)
Nell’ Appendice B, punto 6), abbiamo dimostrato che
et 22 qgm1 2K - 0205766 (5.10)
0 2(1- cosz) w1 (L+ k")
5,03  Osservazioni.
Dalla (5.06) ricaviamo:
; RN Cyky2k
ixg = X = Bkﬂ= BZK&-B, 0<|x<2p, (5.11)
k31 elx - 1 k30 kl k30 (Zk)l 2
_mky2k
Dalla (5.11) otteniamo: ix(coskx- isinkq) = B, DX X
ke K30 (2k)! 2
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Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie, troviamo:

( 1)k 2k

X COSkX = - 5, xsinkx) = B, ——— (5.12)
k31 2 k31 k30 (2k)|
Ponendo nella prima dellerelazioni (5.12), x=p,
troviamo: coskp = (-1 =- % da cui rileviamo che:
k31l k31
1- 1+1- 1+...=1
2
Ritroviamo, ancora unavolta, la (2.03).
Ponendo, nella secondarelazione delle (5.12), x=p,
k 42k
troviamo: B, CHpT 0, (5.13)
k50 (2k)!
4k 4k- 2
cio& 1+ B, P - B, , 2 =0
1 (4k)| k31 (4k' 2)'
4k p4k—2
da cui +B, ,——]=1 5.134
| 4k|(4k)| 4k- 2 (4k- 2)!] ( )
La seriedel 1° membro della (5.13a) costituisce una serie, rappresentata dall’ unita.
La(5.13) ela(5,13a) sono state verificate con un programmadi matematica.
Dalla(4.23), ricaviamo: (- D*txe ™ = (- tix(coskx- isnke) = % 2% =
k31 k31 elx = 1 e x = 1
s\ K VAN k 2k H _ k 2k H
N N O S SN o M CEL (5.14)

Poniamo, nella(5.14), x :%, ed uguagliamo le parti reali e quelle immaginarie.
1) Per le parti immaginarie abbiamo:

(- l)k'lﬁ(coskﬁ) = PP P e
el 2 2 4 2 4

(- l)klp(coskp) cos(2k+1)%- cos(2k+2)% E

k31 2 k30 k30

=2 (- )**, cheuguagliataa P fomisce: -kt = - 1,
2 o 4 2

k30
cioe: 1-1+1-1+... ==

Ritroviamo, cosi, ancora la (2.03).
2) Per le parti reali, abbiamo:
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(-1)k'1£Sink£_ B (1) (p)Zk B (- ()™

, ClO€&:
o1 2 2 2K 2 o O (2K)!

) Pgnkf =P (1 '01 1+1-1+.)=~
(0 Lankl =2y =2y )="2

k31l 2 k30

N

CO oy g (DO g (D72

= , per cui
@2 e @ e X (20 P
1kl 2k11_2-2k 1
ZK( L o -2 ). 2 (515
ko1 (2k)! 4
Il risultato della (5.15) éreale, e risponde esattamente al risultato del
calcolo eseguito con un programma di matematica.
Nello svolgimento dei calcoli abbiamo utilizzato la serie diver gente (2.03).
| numeri di Bernoulli sono numeri razionali, e rispondono alla seguente formula
non
ricorrente: B, = K B, B,=Ln>1
k=0
6.00 Sui numeri di Eulero
k
Consideriamo la serie: 1 X (6.01)

coshX 4 = K

Laserie (6.01) converge per [ < % e diverge per|x 3 %

| numeri E, sonoi ben noti numeri di Eulero

| numeri E,,, =0; E, >0; E,.,,<0, (k=0,12,...)

| valori dei primi numeri di Eulero sono:
E,=LE,=-1E,=5E;=-61E; =1385

Poiché la serie (6.01), per |x| 3 & dlverge applicando, alla (6.01), I’ integrazione di cui

al punto 3.01, troviamo: " k= E, L1 x“e *dx = E,. (6.02)
0 cosh x wo KO K30

Sviluppando i calcoli del 1° membro della (6.02), ricaviamo:

X

¥ @ _ ¥ 2e e’ dX _ (- 1)k ¥e- X(2k+2) gy =
0 cosh x 0 1+e? K20 0
k1 k-1 1
=2 (-) = (- ) — = (-] = |n2

co . (2k+2) o (k )
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Pertanto, per 1a (6.02), otteniamo: E, =1n2 (6.03)

k30
Quindi, chiaramente, il 1° membro della (6.03) costituisce una serie divergente,
rappresentata dal valore (In2).

Nel testo [4] apag. 549, troviamo laformula seguente, (formula4.271-6):

¥ o OX _ Pionn
, N0 =5 =) E,| (6.04)
Poiché E,, >0, 6 E, ., <0, abbiamo:  E, =(-1)"(2)> * (Inx)?» - & (6.05)
4k 1 & aks2 , 2n E, 0 1+ Xz
Applicando, ala(6.05), la(3.04), otteniamo:
2 ¥ 1 dx ¥ 1 e’
Ex =— =(x=¢")=2p dy=
> 0 4 1+ x? ¥ p?+4y? 1+ ¥
k20 P71+ = (Inx)? P y
¥ 1 1 ¥ 1 1
= dy =(y= = dz 6.06
Py p?+4y® coshy y =(y=m) ¥ 1+ 47% cosh(vz) (6.06)
Confrontando la (6.03) con la (6.06),
ricaviamo laformula H= L 5 ! dz=1n2 (6.07)
¥ 1+ 4z° cosh(pz)
Nell’ Appendice B, punto 4.0) abbiamo riportato il calcolo dell’ integrale
H= L ! dz, ottenuto utilizzando il 2° teoremaintegrale di Cauchy,

¥ 1+ 47° cosh(pz)
dimostrando cheil 1° membro della(6.07) e esattamente ugualea (In2).
La (6.07) eunarelazionereale, ricavata dal confronto di due relazioni
ottenute utilizzando serie diver genti.
[l procedimento eseguito deve, pertanto, ritenersi valido anche in questo caso.
Nell’ Appendice B, punto 4.1) abbiamo verificato laformula (6.05), utilizzando, siail 2°
teoremaintegrale di Cauchy, siail metodo del limite e derivata.

6.01 Ponendo, nella (6.01), x=iz,

-iz F ok _ 1k 52k
otteniamo: 2e_2_ = Ekﬂ = EZK£ (6.08)
1+e k! K30 (2k)!

L’ ultimo membro della (6.08), per |z| 3 % , rappresenta una serie divergente,

e quindi, applicando, alla (6.08), I’integrazione di cui a punto 3.01, troviamo:

- X A-iX _ k
¥ 2e -ez_ dx =2 (- 1)k ¥ o X2 gy — o ( 1) -
0 1+e K30 0 wol+i(2k +1)
_ k _ k _ k
_ -1 . (-1 (2k+%): 2k( D" ¥ kg zgy= E, (- D*
wolt(2k+1) wo L+(2k+1D° o (2k)! o K20
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Uguagliando le parti reali della predente relazione, otteniamo:

(- D" K

———= E,(-D)= E,- E,.,= [E+|E.. 6.09
k301+(2k+1)2 o 2k( ) o 4k o 4k+2 kso[ 4k | 4k z|] ( )

L’ ultimo membro della (6.09) e una serie divergente, rappresentata dal valore

della serie convergente del 1° membro.

Utilizzando un programma di matematica, abbiamo ottenuto, per il 1° membro

della (6.09), un valore pari a0,851682.

Quindi: [Es +|Euiz/] =0,851682
30

k

Ponendo nella (6.08), z :%,

S (- D p* _ 2 _ 2 _ _
otteniamo: Qo P FRRG, =2,
k20 : e4+e 4 2cos~ N2
4 2
. p4k p4k+2
ciog&: Eyn—t— +|E, . |—F—— ] =42 6.10
kso[ *(4k)14% [Bace (4k+2)!44'“2] (610

La seriedel 1° membro della (6.10) costituisce una serie, rappresentata da V2
Abbiamo verificatala (6.10) utilizzando un programma di matematica.

6.02 Riprendiamo la (6.01).

Sviluppando, abbiamo: coslh o 2k30(- ke X = . E, X?T (6.11)
Derivando, n volte, la (6.11), rispetto ad x, e ponendo dopo, x=0, otteniamo:
2 (-D*-D"(2k+D)" = E, (6.12)
Per n=2m, dalla (6.12) ricaviamo: .
2 (-D%(2k+1)*"=E,, (6.13)

k30
Per n=2m-1, (m=1, 2, 3, ...), dala(6.12) otteniamo:

(- D*(2k+1)*™* =0, inquanto E, , =0 (6.14)

k30

Ponendo, nella (6.12), n=0, troviamo:

1-1+1-1+... =

N

Ritroviamo, ancora unavolta, la (2.03)
Ponendo, nella (6.14), m=1, troviamo:
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(- 1(2k+1) = 2(0- 1+ 2- 3+..) + (1- 141- 1+..) =-2:11+%=o
k30
Abbiamo, cosi, utilizzato le serie divergenti (2.05) e (2.03).

Moltiplicando i membri della(6.11), per € ™, p3 0,

Xke— pXx
abbiamo: 2 (-Dkex®EeR = E (6.15)
k30 k30 kl
Derivando, n volte, rispetto ax, i membri
della (6.15), tenendo presente quanto indicato in 4.00, 7° capoverso, e ponendo
dopo, x =0, ricaviamo:
lim E, " n . . n
2 (-D"(-)"(k+1+p)" = )™= B (P
k20 X® Opso K" 20 ] k20 “ k
n
cioé 2 (-D%@2k+1+p)"= E . (-D(p)"" (6.16)
k30 k30 k
Per p=1, abbiamo:
n
2 (-Dk+2"= E,. (-D" (6.17)
k30 k30 k
Essendo E,,,,= 0, dalla(6.17) ricaviamo:
k n_ n-(n+l) n
-D*(k+D"=2 E,. (6.18)
k30 k30 2k
Per n = 2m, dalla (6.18) abbiamo:
2m
(_ l)k—l(k)Zm:12m _ 22m +32m _ 42m + . :2— (2m+1) E2k (619)
k31 k30 2k
Tenendo presente |a (4.27), troviamo:
e 2" o (6.20)
o X2k '
Abbiamo ottenuto la (6.20) utilizzando la (4.27) che e una serie diver gente.
Per n=2m-1, dalla (6.18) ricaviamo:
2m-1
-D MK =27 E, (6.21)
k31 k30 2k
Tenendo presente la (4.28), troviamo:
2m_ 1 2m 2m _
E,, S 2@ Dy (6.22)
K20 2k 2m
Abbiamo ottenuto la (6.22) utilizzando la (4.28) che e una serie diver gente.
6.03 Relazionetrai numeri di Eulero ed i numeri di Bernoulli
(E,, infunzionedi B,)
1 1 2
E’ noto che: = - 6.23
er+1 e2x_1 e4x_1 ( )

Moltiplicando ambo i membri della (6.23),
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X X X

2xe _ 2xe”  4xe
eZX +1 e2X _ 1 e4X _ 1
Tenendo presente le (6.11) e (4.03), ricaviamo:

per 2xe*, otteniamo:

2xe* Xt 2xe* B (2x)e* . 4xe* B (4x)“e*

e +1 o (2K e*-1 ., ¢ K e¥-1 o ¢ K
2k+1 k X kK AX

Pertanto: EZKX— = k% - ” (4X) e

Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad x, la precedente (6.25), e ponendo dopo, x = 0,

X kol 2n+1
ricaviamo: (2n+D)E,, = (oo )% -1 B, () (€)M,
e -1 o K o h
Osserviamo che: 221(8 = 2xe ™
e = 1 k30

Derivando, (2n+1) volte, rispetto ad x, i due membri della precedente, e ponendo
dopo, x = 0, abbiamo: ( 221<e 1) @) = - 2(2n+1) (1+2k)*" =0, inquantoz(-2n) =0

e - k20
Quindi, dalla (6.26), tenendo presente quanto

- 2n+1

indicato al punto 4.00, 7° capoverso, otteniamo: E,, = 1 A

n 2n+1
cio¢ E,, = 2- ! B, 4%

2n+1,., 2k
La(6.28), in alcuni testi, viene indicata
-1
nella sequente forma: E, = ——(1+4B)*™,
Seg 2n 2n+1( )

con |’ avvertenza di sostituire, nello sviluppo del 2° membro della (6.29), B* con B,
(vedasi Testo [4] , pag. 1079, formula 9.635-3)

7.00 Sui numeri di Genocchi

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(Angelo Genocchi, nato a Piacenzail 5 marzo 1817, morto aTorino il 7 marzo 1889)

Consideriamo la serie

m

2X X

Gm
€+l ., m

La(7.01) éunaseriedovei coefficienti G, rappresentano i ben noti numeri di Genocchi.

| primi valori di G, sono dati da:

G, =0,G, =1G, =-1G, =1,G, =-3,G;, =17,G,, =-155,G,, = 2073
Perm=1,23,..., G,,,=0

| numeri di Genocchi G,,, sono legati ai numeri di Bernoulli dalla seguente formula:

GZm = 2(1' 22m)BZm
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percui: G,,>0, G,,,<0, (m=123,...)

( per laformula (7.02), vedasi Testo [10 , apag. 49)
La(7.02) éfacilmente dimostrabile.

2x  _ 2x  2(2x)

Infatti: ——=———- —,— Sviluppando, otteniamo:
e+l -1 e'-1
2m
2X “x+ G, X :
e +1 w1 (2m)!
2m 2m
XX = 1- §+ me_ X fx =1- x+ - (ZX) :
2m 2m 2m
quindi: x+ G, > _=21-X+ B X _ _J1-x+ B, (2%) ]
w1 (2m)! 2 o 0 (2m)! w1 o (2m)!
2m 2m
ciog, szx—= B, (1- 2°) X
w1 (2N (2m)!

Uguagliando i coefficienti delle potenze di x con lo stesso grado, otteniamo facilmente
la (7.02). Laserie (7.01) converge per x<p, ediverge per x3 p, e, quindi, applicando,
ala(7.01), I'integrazione di cui

. . ¥ 2xe " 1 ¥
a punto 3.01, troviamo: —dx= G,— x"e’dx (7.03)
0 e +1 o Mo

Calcolando I'integrale del 1° membro della (7.03), troviamo:

YA = VP mn (D xe k=2 ((DF T =
0 e +1 0 1+e”* K20 0 K20 (k+2)
2 - X 2
=2- P Gioe Y2 gy P (7.04)
6 0 e +1 6
Per il 2° membro della (7.03), troviamo:
p2 pZ
G, =2-—,dacui G,, =1-— (7.05)
k30 6 k31 6

2
I1' 1° membro della (7.05) definisce una serie divergente, rappresentata dal valore (1- ,0_)
6

Ora, dalla (7.02), ricaviamo: G,,=2 B, - 2°™B,, (7.06)

m
ml m1 m1

Tenendo presente la (5.03), ed applicando la (3.04), ricaviamo:

2m

22m+1Bzm - 22m+l(_ 1) m- lp— 2m ¥ : X . CIX = 2(2)
me1 w1 0 (sinhx) P

sinh x 1+ (22
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2
N U E) L A—

= d
0 ‘sinhx” p®+4x® 20 o (sinhz)2p2+y2 y
2

¥ y? 1

Nell’ Appendice B-punto 5.0) abbiamo calcolato I’ Integrale L = 5 dy

* (snh )z A7t
2

applicando il teorema del “Residui”, piu precisamente il 2° teoremaintegrale
di Cauchy, ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:

2 2
L= Y L oay=F 4 (7.07)
(sinh )z P~ +Y 2
2
2
Pertanto, dalla (7.06) abbiamo: G, =2 B, -(P -4 (7.08)
mil mil 2
Tenendo presente la (7.05), dalla (7.08)
2 2 2
ficaviamo: 2 B, =(1- P y+ P -4)=L _3,
m1 6 2 3
2
dacui B, =~ .3 (7.09)

che é perfettamente identica alla (5.02).

Larelazione (7.04) el’integrale chefigura nella (7.07) li abbiamo ottenuti utilizzando
serie divergenti.

Pertanto, € daritenere valido, anche in questo caso, il procedimento seguito.

2z (i)™

7.01 Ponendo, nella (7.01), x = iz, otteniamo: . = G, (7.10)
e+l m
i : 2mg_ q\m
Cio€: z COSZ+12 |S|.nz > =iz+ L Zm—z (-1 +iz (7.11)
(cosz+1) +(sin2) cosz+1l 4o (2m)!
Uguagliando le parti reali della(7.11), ricaviamo:
anz B ZZm(_ 1)m B Z4m Z4m+2 3
PSP 2m” o N1 4m B G4m+2—_
cosz+1l ;o (2m)! 0 (4m)! . (4m+2)!
Z4m Z4m+2
= G4m— + |G4m+2|—
m 0 (Am)! o (4m+2)!
Per 2=, otteniamo: (G (B (Gt (Bytm2) =2 (7.12)
2 o (4m)! "2 (4m+2)! "2 2

La seriedel 1° membro della(7.12), costituisce una serie, rappresentata da % .

La(7.10), per z3 p, éunaserie divergente, per cui, applicando, ala(7.10), I integrazione
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di cui a punto 3.01, ricaviamo:

¥e‘z.zidz: G, ) ¥z”‘e‘zdz,dacui:
o e’+1 . m o
. H 2
Yer 22 oo (1)t Yerogr = g (it =2 (- pet -1k ”?2 =
0o €+l k30 0 ka1 (1+ik) ko1 (1+k?)
- 2 ~
e 1)k-1 1 k2 b 1)k 1 4k2 i
1 @+k5)" @1+k%)
O * mzy, o mo ,
G,—— z'e'dz= G,(i)"= Gpr(-D" +i=1+ (G,y- Gy )t
m 0 m 0 m 0 m 0 ml
Uguagliando le parti reali dei risultati delle due precedenti relazioni, otteniamo:
k1 4k .
1+ (G, -G = ) —, dacui
mSl( 4m 4m-2) kal( ) (1+k2)2
Gy *Gama) = (- ) %K 1= 0236575 (7.13)
wr o1 (1+k?)?

Abbiamo verificato che la parte immaginaria dell’ integrale O¥e'Z Elildz e ugualeadi,

mentre la parte reale dell o stesso integrale € uguale a (1 — 0,236575).

I1 1° membro della (7.13) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore -0,236575.

702 Sostituendo, nella (7.01), -x ad x, abbiamo: —2X. = g X

e€X+1 o & om
La(7.14), per x3 p, eunaserie divergente, per cui, applicando, ala(7.14),
I"integrazione di cui al punto 3.01, troviamo:

e '_ZX dx= G, (-9 ¥ x™e *dx, dacui
o e*+1 o m o©
Yo T gx=-2 (DF xeHdx=-2 (DT
0 e +1 k20 o k20 1+k)
G, CY~ ~ x"e¥dx =  G,(-D" = -1+ G,,
m? 0 m 0 m? 0 ml

Uguagliando i risultati delle due precedenti relazioni, troviamo:

2
GZm =1- p_
ml 6
Ritroviamo, cosl, la (7.05).
7.03 Sostituendo nella (7.01), x = py, con p>0,
k
otteniamo: 2 G, ()"
e +1 o k!
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Operando sui due membri della (7.16), abbiamo:
ky,k
2py (_ 1)ke- py(1+k) — Gk & (717)

k30 k30 kl

Moltiplicando, per €'*?, ambo i membri della(7.17), troviamo:

KykaY(p-D)
2p (-Dryerem = g PYE (7.18)
k30 k30 k!
Derivando, n volte, rispetto ad y, i due membri della (7.18), ricaviamo:

ko e a7 ) P N ()rav(e D i)
2p (-9 Yy [e VTRl = G  (y) et (7.19)

k
k30 jso | k30 Kl a0

Ponendo, nella(7.19), y=0, e tenendo presente quanto precisato nel punto 4.00, 7° capoverso,

: : . k n-1 _ (' 1)n—1 k n n-k —
ricaviamo: D@+ pk)"™ = —— G,p (p-D™*=
k20 2pN a0 k
_ln—l _ 1n—1 _ln—l n o
JEDTHRDM L EDM o e (7.20)
2 2pn o 2k
Esamineremo vari casi:
a) Casodi n=2m (m=1,2,3,...)
Ponendo, nella(7.20), n=2m, ricaviamo:
! -pFmt o 2m !
_1k1+ k2m1:_(p _ G 2k _12m2k 721
k30( )" (1+ pk) > 4pm s aP™ o (p-1) (7.21)
Ponendo, nella(7.21), p=1, troviamo:
(DA™= (DR = SG,, = (27- DB, (7.22)
K20 ka1 4am 2m
Ritroviamo, cosi, la (4.11b)
Dalla(7.21), per p=2, ricaviamo:
L s T T e e L O i B s
K20 2 8My., 2k 2 4Am ., 2k

Poichéil 1° membro della(7.23) € uguale a zero, comerisultadalla (6.14), dalla
medesima (7.23), ricaviamo:
s 2M
G, 2 =-4m (7.24)

k3l 2k
La precedente relazione (7.24) consente di calcolare i numeri di Genocchi.
Nell’ ultimo passaggio della (7.23) abbiamo utilizzato la (7.02).
Per m=1, dalla(7.23), ricaviamo:

1-345-7+.. = - 24215 _ (7.244)
2 46

b) Caso di n=2m+1
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Ponendo, nella(7.20), n = 2m+1, abbiamo:
om _ (P- )" + 1 x 2m+1

- D) @+ pk - ])2m 2 7.25
_Darp > Tapemin O (P (7.25)
Ponendo, nella(7.25), p=1, abbiamo:

-D*@A+K)?>™ =  (-D¥k*™=0 (7.26)
k30 k31
Ritroviamo, cosi, la (4.11a)
Per p=2, dalla(7.25) ricaviamo:
2m+1
(DA =S G, 2 -
K20 2 42m+1) ., 2k
2m+1
11 g oxery (7.27)
2 2(2m+1) ., 2k

Poichéil 1° membro della(7.27) € uguale a % E,.., comerisultadala (6.13),

dalla medesima (7.27) ricaviamo:

2m+1
G,, 2* = 2(2m+1)(E,, - 1) (7.27.9)
k31 2k
La(7.27a) collegai numeri di Eulero coni numeri di Genocchi.
Nell’ ultimo passaggio della (7.27) abbiamo utilizzato la (7.02).

7.04 Consideriamo I’ espr essione seguente:
X  2X 2X

=X— (7.28)
e-1le*+1 e*-1
Ricordando la (4.03) ela(7.01), abbiamo:
k m h  h+l
( By 6,%)= BZX (7.29)
k30 k' m3 0 m h3 0 hl
Derivando, n+1 volte, rispetto ax, i due membri della(7.29), e ponendo dopo, x=0,
"on+1
troviamo: B.G,... =B,2"(n+1), n>0. (7.30)
ko K
2mtl 2m+1 o
Per n=2m, (m=1, 2,...), « B.G,iik = By 2 (2Mm+1) (7.31)
k=0
_ m 2m+1 om
dacui (2m+1)BG,,, + oK By Gt o = Bon 27 (2M+1) (7.32)
k=0

Poiché G,,.,, =0, laprecedente relazione (7.32), s riduce a
(2m+1)BG,, + (2m+1B,,G, =B,,2*"(2m+1)

da cui - %sz + B, =B, 2°"

cioé: G,, =2(1- 2°™)B,,,

Ritroviamo, cosli, la (7.02)

Osserviamo che la precedente rel azione € valida anche per m=0
Per n=2m- 1, dala(7.30) ricaviamo:
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am2m 2m-1
k BkG'Zm-k = BZm-12 (Zm) (733)
k=0
Per m>1, abbiamo:
m 2m
ok B Gom ok =0 (7.34)
k=0

La (7.34) rappresenta un’altra relazione chelega i numeri di Genocchi ai numeri
di Bernoulli

8.00  Sui numeri di Catalan
(Eugene Charles Catalan, nato a Bruges, Belgio, nel 1814,
morto aLiegi nel 1894)

-k 2k
Consideriamo la serie 1 XX (8.01)
wo K+1 K
Laserie (8.01) & una serie convergente per |X <%, ed e divergente per [x|3 %
| valori assoluti dei coefficienti delle potenze della serie (8.01) rappresentano i ben
noti numeri di Catalan, di cui i primi valori, per k=0,1,2,3,...,
sono dati da: 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...
Dalla(8.01), ricaviamo:
(DY 2K o (DY Gk+D
wo K+1 K wo K+1 Gk +1)Gk +1)
K + K+1 A Gk + D)l
g o Gk )11 (VKIS
wo K+14p G(k"'l)G(k"'l) \/'EG(§) k20 Gk +2)
2
2 Ko K 1 ki1 31
=— (-4)"x“t 2 (1-1)% dt (8.02)
P o 0

Applicando la (3.04) dla(8.02), ricaviamo:

D)k 2K i, 8

D22 25ty L gog= V)= 20y O
wo K+1 K p o 1+ 4xt 1+ p o 1+y1+y+4xy

l

L2l e gy 21y 216yl

p o 1+y 1+y+4xy - 4x p - 4X 2 p - 4x 01+y(1+4x)
1 21+4x 1 ,0 v1+4x-1 .
= +— p(sin ) ,  ciog

-2X p 4x 1+4x 2X

-k 2k N -

LD o= el (8.03)
wo K+1 k 2X
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1.

2
¥y_d

E)-l
01+y 2

Ricordiamo che: y = p(sin

Vv1+4x-1

Pertanto, la serie (8.01), per 4x3 1, € una serie divergente, rappresentata da 5
X

an - 2C
n+1

n3 2

Per i numeri di Catalan , evalidalarelazionericorrente C, = 1

n-1
LarelazioneC,= C,C,, édovutaa matematico Segner.
k=1

| numeri di Catalan risolvono molti problemi di matematica discreta.

(D" 2 :“/_5—'1 (8.033)

Dalla (8.03), per x=1, abbiamo:
wo K+1 K 2

I1 1° membro della (8.03a) costituisce una serie divergente, rappresentata da:
J5-1
2
Moltiplicando, per x, ambo i membri della (8.03), e derivando rispetto ad x, otteniamo:
2k 1

-DF T xE =
K20 ( ) k VJ1+4x
Ora, il 1° membro della(8.04), per 4x3 1, costituisce una serie divergente,
per cui., applicando, alla (8.04), I’integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

1 C VK o (2k+3)
2k ¥ o dx — _1+e4[£_ 2 Q 2—

¥
-k xeXdx = e
k30( ) K 0 0 '\Il+ 4x 2 2 k30 kl 2k+3

J5-1
2

Il valore

rappresenta la sezione aurea di un segmento di lunghezza unitaria.

(8.04)

], cioe

2k | 1 _ 1\ k o (2k+3)
(- D* Kl= (- 1)km = - 1+e4[£- 2 () 2_] (8.05)
K20 k K20 ki 2 2 wo K 2k+3
I 1° membro della (8.05) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore
dell’ ultimo membro della (8.05), cheéugualea:  0,545641.

. ¥ dx . . .
Il calcolodell’integrale M = e~ |” abbiamo riportato nell’ Appendice B, punto 5.1).
eg 0 & Tlrax p pp P )

9.00 Sui numeri di Stirling di seconda specie.
(James Stirling, scozzese, nato a Garden (Stirlingshire) nel 1692,
morto a Edimburgo il 5 dicembre 1770)
[l numero di Stirling di seconda specie, S(n.k), rappresenta il numero di raggruppamenti
di n oggetti distinti in esattamente k gruppi (vedasi Testo [11] apag. 79).
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X _ k n
Ess derivano dallaserie &9 = g (9.01)
k! Pk nl
Derivando, n volte, rispetto ax, e ponendo
X _ 1\k (n)
dopo, x=0, troviamo: S(n,k) = %

x=0
dove con S(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling di seconda specie.
Per ogni k intero non negativo, n3 Kk, detti numeri sono tutti numeri interi positivi.
I primi numeri S(n.k) sono forniti dalla tabella seguente, che costituisce il Triangolo
di Stirling di seconda specie:
1
1 1
1 31
17 6 1

1152510 1
131906515 1

9.01 Sostituendo, nella (9.01), -x ad x,

- X k
abbiamo: % = gn kX ) (9.02)
. nd k
Per x>1, laserie a 2° membro della (9.02) é divergente, per cui, applicando,

ala(9.02), I'integrazione di cui

a punto 3.01, otteniamo: je (e o ) dx= S(n, k)( ) xexdx (9.03)
n3 k
Operando sui due membri della (9.03), ricaviamo: . X(e o ) dx = - %de
_ k+1 _ k
(e=y) =- (y Dy . D _ (D)
k! kKik+1) (k+D!

S(n, k)( ) x e*dx =  S(nk)(-D"

Uguagliando i risultati delle due ultime

o (- D"
relazioni, ricaviamo: n3kS(n KD = (k+D)! (9.04)

Per k=1, troviamo: S(nY(-1" =- %

ndl

Poiché S(n,1) =1 per qualsiasi n intero positivo, dalla precedente

relazione, ancora una volta, otteniamo la (2.03), cioé: 1- 1+1- 1+...=

N
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Laserieindicataa 1° membro della(9.04), per ogni valore di k intero positivo,
costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore del 2° membro della medesima
(9.04), che dipende solamente dak. Osserviamo che S(n,0)=0, S(0,0)=1.

9.02 Ponendo, nella(9.01), x=iz,
otteniamo: ( ) S(n, k) 27 (9.05)
k! ek nl
Laserie del 2° membro della (9.05), per z>1, e divergente, e quindi, applicando, alla (9.05),
I"integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:
Yo (G ——~-dz= S(nk)—= (I) z e “dz
0 k! ek

Operando sui due membri della precedente relazione, ricaviamo:

k N kK (o1& K (=1)]
R ( i emgp= DL KED
O kl jZO jZO kl J 1' |J

_ (D" k(- i -D* ki1’
o KU j 1+ K 1+

S(nK)@)" =  SEnK)(D"-i  S@n-LK)(-1)"

nd k nd k n3k

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, abbiamo:

k k k j
senk)y = £ KD (9.06)
nd k kl j=0 J 1+ J
K (-1 k i(-1)
s@n-1K-17 = - SO Ied (0.07
Nk o K] 1+
| primi membri delle (9.06) e (9.07) costituiscono, per ogni K intero positivo, serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dal valore finito dei secondi membri delle
predette (9.06) e (9.07).
Per k=1, essendo S(2n,1) = 1, e §(2n-1,1) =1,
dalle (9.06) e (9.07) ricaviamo: 1-1+1- 1+ .. :%
Ritroviamo, cosi, ancora una volta, la (2.03).
10.00  Sui numeri di Stirling di prima specie.
Il numero di Stirling di prima specie, o numero dei cicli di Stirling, s(n,k),
rappresenta il numero di permutazioni di n oggetti che hanno esattamentek cicli
(vedasi Testo [11] apag. 80).
k n
Essi derivano dalla serie: M - s(n,k)% (10.01)
. n3k N
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dove con s(n,k) vengono indicati i numeri di Stirling
di prima specie. Derivando, n volte, rispetto ad x, ambo i membri

K (n)
della (10.01), e ponendo dopo, x=0, abbiamo: s(n,k) = [In(l%
n-1
Per k=1, troviamo: s(n,1) = [(1+x)|" = % = (- D)™ (n- 1)! (10.02)

| primi numeri de Stirling di prima specie sono forniti dalla tabella seguente, che rappresenta
Il Triangolo di Stirling di prima specie:

1

-1 1

2 31
-6 11 6 1

24 -50 35 -10 1
Per ogni k intero positivo, i valori di s(n,k), n3 k, sono numeri interi a segni alterni.
Per x>1, laserie a 2° membro della (10.01) risulta divergente, per cui, applicando,
alla(10.01), I'integrazione di cui

k
al punto 3.01, abbiamo: :e'Xde = s(n,k)i| :x”e'xdx,
nl

ki Pk
k
dacui ricaviamo: s(n,k) = :e'Xde (10.03)
nak .
Ponendo , nell’integrale indicato nel 2° membro della (10.03), 1+x = €’ otteniamo:
¥ -x[ln(l"'x)]k _ Ll @Dy, © h Ll ¥ oy oy g
, € de—ﬁoye edy—EhSO(-l)ﬁoye e’dy=
_¢€ hl (h+2)" ¥ .y __€ hl (h+2)" _
== (-Hp'= — eVdy==— (-)"= —(k+v)!=
-" k+v
e (D (hig)y | Giog:
h30 h! V30 k
k _ h k+
¥e'XMdX =e ﬂ (h+2)" v ; pertanto:
O k! h30 h! V30 k
-qh K+v
s(n,k) =e -1 (h+2)" (10.04)
n3k h30 hl V30 k

Laserieindicataa 1° membro della (10.04) costituisce, per ogni k intero positivo,
una serie divergente, rappresentata dal valore finito del 2° membro.

Yo [In(1+| X)]"

L’'integrale dx lo possiamo calcolare anche nel modo seguente:
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¥e.x[|n(1+X)]k o=t lim

Kk ¥ € Xy — ) —
. w e® ODe . @+ x)°e*dx = (1tx=y) =

lim
Dg” 1¥(y)ee'(y'l’dy=1

DO ¥ (v)ee O Ogy- T vee Yidy] =
e® 027 Lo y- Y y]

=~
© _
) =
o

)" 1 e Kl (- D)™
== pWGe+- X1 3wy, K
ke® 0 ° [Ge+]) wo h e+h+1] k![ @ wo L (h+1D)?

]

Quindi: s(n,k) = E[G“‘) @]+ (- e 169" (10.05)

. ! o h
[1 2° membro della (10.05) rappresenta una formula che ci indica, in modo piu
evidente, che essafornisce, per ogni k intero positivo, un valore finito.
Per k=1, dalla (10.05) ricaviamo:

snd) = dew- R | =8

Tenendo presente |a (3.08), rileviamo che: s(nl) = (-D*K
n3l k30

Confrontando la (10.04) con la (10.05), otteniamo:

_ h k + _ h+k
ED gy KV L 16D

GV =K[ ] (10.06)

Nell’ Appendice B, punto 7.0), abbiamo indicato un modo per calcolareil valore di G* (1) ,

utilizzando la formula seguente:

lim lim k1 k-1 . .
G = 1+e)Y 1+ = GP(a+eY* ) (1+e),
W= g oldraYaral = oy ey iare
dove  C@+e)=C(l+e)Y (1+¢), e Y (@1+e) = Oltt—lldt g
Dalla (10.02), otteniamo:
_ nay_ ¥ _x — (_ 1)k —
s(n)= (-)"ni= . € In(L1+x)dx=-e( + K ) = 0,596347 (10.07)
nd1 ne0 ker T

Laserieindicataa 1° membro della (10.07) costituisce una serie divergente,
rappresentata dall’ integrale che figuranel 3° membro della (10.07), il cui valore € 0,596347,
comesi rilevadalla(3.08).

Per k=0, dalla (10.06)

tVe'dt =

abbiamo: D" gy = (ﬁ)h (h+2)"

h?0 h' V0 h30 V0

i ¥

vi o
h

S :e'tet“”z’dt: :e‘e'etdt:e'l;

h30 h!
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1 (- 1)h — (- 1)h_l - (e-l_ 1)
mohl (h+1) ey h

Sommando i risultati della ultime due relazioni, otteniamo il risultato finale
che e uguale ad 1, come era da aspettarsi.

10.01 Ponendo, nella(10.01), k=1, x =iz,

otteniamo: In(1+iz) = s(nJ) (If‘? , cioe
n3l 4
iIn(1+ z*)+iarctanz = s(2n,1)(- 1)”2—2n -1 s(2n- 11)(- 1)“£
2 o (2n) . (2n- 1)
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie della precedente relazione, ricaviamo:
s2nD)(- 1" 2 = Lin+ ) (10.08)
o (2n) 2 '
N ZZn—l
s(2n- 11)(- )" ———~ = arctanz 10.09
G i e (10.09)

Per z>1, le serieindicate al 1° membro delle (10.08) e (10.09) sono serie divergenti,
per cui, applicando, ale predette relazioni, |’ integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

s(2n)(- )" = % ;e-z In(L+ 72)dz (10.10)
n31
s(2n- 11)(- D™= :‘e-Zarctan 2dz (10.12)

ndl

Sviluppando i calcoli degli integrali delle due relazioni precedenti, abbiamo;

1y 5 ¥ ze° K
— €e°In(l+z°)dz= ——dz= (-1 (2k+1)! =0,343378
20 01+z K20
¥ oz v e’ K
e‘arctanzdz = ——dz= (-1)°(2k)! =0,62145

Dallerelazioni precedenti si evince, chiaramente, che le serie indicate nei primi membri
delle (10.10) e (10.11) sono serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dagli integrali
indicati nel secondi membri delle medesime relazioni, i cui valori numerici sono,
rispettivamente, 0,343378 e 0,62145.

11.00  Sui numeri di Bell (Eric Temple Bell, nato a Peterhead, Aberdeen, Scozia,
il 07.02.1883, morto a Watsonville, California, il 21.12.1960).
[ numero di Bell rappresentail numero totale dei modi di disporre n oggetti in gruppi
(vedas Testo [11] apag. 80).
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n

| numeri di Bell derivano dalla serie et = b X 11.01)

n

mo NI
dovei numeri b, indicano i numeri di Bell. | primi valori dei numeri di Bell,

per n=1,2,3,..., sono dati da: 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, ...

| numeri b, sono tutti interi positivi, e definiti dalle relazioni seguenti:

n n n
b,., = b; b= Shk), b=1 (11.02)

k=0 k ! k=0
(vedasi Testo [10], apag. 210).

ex X"

Dalla (11.01), ricaviamo: et

n
k3 0 k! nd 0 n!

Derivando, n volte, rispetto ad x, i due membri della relazione precedente, e ponendo

dopo, x=0, otteniamo: b, =¢e" K
k30 k!

Alcuni testi indicano i numeri di Bell con laletteraB. Altri testi li indicano con laletterab.

(formuladi Dobinski)

Noi abbiamo preferito indicarli con laletterab per distinguerli dai numeri di Bernoulli
che, generalmente, vengono indicati con lalettera B.

11.01 Sostituendo nella serie (11.01), -x ad x,

troviamo larelazione: e = (- 1)”bn% (112.03)
n30 .
Laserie (11.01) converge per |><| <1, ediverge per|x| 3 1, per cui, applicando,
alla(11.01), I’integrazionedi cui al

punto 3.01, abbiamo: :ee'x'le' “dx = (- 1)“bn% : x"e *dx (11.04)
n30 d
Dal 1° membro della
. ¥ . ¥ s 0
(11.04), ricaviamo: ~ €° Te¥dx = - et L€ de = (e"=y) =- e’ e'dy =1- e’
Dal 2° membro della (11.04), otteniamo (- 1)”bn% : x"edx=(-1"b,;
n0 - n30
quindi: (-)"b,=1-¢€" (11.05)

n30
Laserieindicataa 1° membro della (11.05) €, chiaramente, una serie divergente,
ma & rappresentata dal valore 1- e*

Dal 1° membro della (11.05), ricaviamo: (-D"b, = 1+ (b, - b,,,)

n30 n3l

da cui (b, - b, ,) = -€e* (11.06)

n3l
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Il 1° membro della (11.06), costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore (- e*).

11.02 Ponendo, nella (11.01),
ikz fo\N
X =iz, troviamo: ele= et & = bnﬂ (11.07)
k30 k! n30 n!

La serie indicata nell’ ultimo membro della (11.07), per z>1, é divergente, per cui, applicando,
ala (11.07), I'integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

el L Verghg = b, ¥e‘Zﬂdz,dacui
k30 k! 0 nao 0 n!
el L Ygrgegr = gt i—l. =e! 11+|k2 =
k30 k' 0 k30 kll' |k k30 k|1+k
set L1 ogger 1K (11.08)
¥ . (2)" n o "
b, e*~——dz= Db()"= b, (-D"-i b, (-2 (11.09)
n30 0 n! n30 n30 n3l
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie degli ultimi membri delle relazioni
(11.08) e (11.09), otteniamo:
1 1
b,(-)"=e' ——— 11.10
o on (1) wo kI 1+k? (1110
1 k
b, (-)"=-€' ——w; 11.11
. 2n—1( ) ksok!1+k2 ( )
: 1 1
Cioé: b, (-1)" = b, - b, =1+ b,- b, ,=e' =
o 2n( ) o 4n o 4n+2 o 4n o1 4n- 2 0 k|1+k2
1 k
b, ,(-)"=-1+ b, ,- b, =-€' ———,
o1 2n—1( ) o 4n-1 o1 4n+1 € ksok!1+k2
. , 1 1
dacui: b,,- b,, =€ — 5 - 1=-0,40427
n3l n31 k30 k|1+k
Dy - by, = €7 ELZ- 1=-0,7198;
n31 nal k30k!1+k
cioé b,- b, +b, - b, +...=-0,40427 (11.12)
b, - b, +by- b, +...=-0,7198 (11.13)

Pertanto i primi membri delle (11.12) e (11.13) sono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori - 0,40427 e - 0,7198.

12.00  Sui numeri complementari di Bell
| numeri complentari di Bell derivano
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dalla serie e = b (12.01)

dove b_n rappresentano i numeri complementari di Bell.

La (12.01) e unaserie asegni alterni, manon regolari. | primi valori dei numeri
complementari di Bell sono dati da:

— — 2__
By =70 == 2y =

bO:]_’E:-:Lb_Z:

wlEF
N w

N

X _ 1k _ n
Dalla (12.01) ricaviamo: (- 1)k% = b2

k30 wo Nl

Derivando, n volte, rispetto ad x, |a precedente relazione, e ponendo dopo, x=0,

otteniamo la seguente relazione: b= (-D*S(n,k) (12.02)

n
k=0

Per x>1, la serie al secondo membro della (12.01) costituisce una serie divergente, e
quindi, applicando, alla(12.01), I’integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

-y
C e e dx = (e =1+y)= ¥;2e'ydy:- Yevd—t =1 ¥e—dy
° ° (@+y) °© lry  olty
Ricordando la (3.07), troviamo:
_ k
“eXer U dx = 1+e g+ (9 (12.03)
0 w1 KK
— 1 ¥ -
b,— x"edx= b, (12.04)
wo NHo "o
. i -D* _
Pertanto: b, = eg+ T 0,596347 (12.05)

nl k31
Laserie del 1° membro della (12.05) costituisce una serie divergente, rappresentata
dal valore del 2° membro della(12.05), che éugualea - 0,596347.

(D X

Dadlla(12.01) ricaviamo: e ~—€e“=  bn— (12.06)
k30 k! n30 n!
Derivando, n volte, rispetto a x, ambo i membri
- —— (DK" _ .
della (12.06), e ponendo dopo, x=0, troviamo: " =eb, (12.07)
k30 H
12.01 Sostituendo nella (12.01), -x ad x, troviamo: e ¢ "9 = bs & :I) (1208)
n30 H

Per x>1, la serie del 2° membro della (12.08) costituisce una serie divergente
per cui, applicando, alla (12.08), I'integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:
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:e‘ @0y = b, OB ¥ xnery (12.09)

0 n o

Calcolando gli integrali dei due membri della (12.09), troviamo:

¥ - X ¥ - X O
Jee Ak =- et det=(e"=y)=-e e'dy=e-1

bn -1 :x“e'xdx = ba(-1"

n30 n! n30

Sostituendo il risultato delle due precedenti relazioni

nella (12.09), abbiamo: bn(-1)" = e- 1, (12.10)

n30

cioé 1+ ban - b1 = e-1,dacui
ndl n1

(b2n - b2n-1) =e-2 (12-11)

ndl

Laserieindicataa 1° membro della (12.10), € una serie divergente, rappresentatada (e- 1).
E’ evidente che ancheil 1° membro della (12.11), fornisce una serie divergente,
rappresentata dal valore (e- 2).

12.02 Ponendo nella (12.01), x=iz, abbiamo: e Y= b, O? , by=1b =-1, (12.12)
n30 H

Per z>1, laserie del 2° membro della (12.12), rappresenta una serie divergente, per cui,

applicando, alla (12.12), I'integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:
¥ oo (e —_ h (I)n ¥ oz
e ‘e dz= byn—— Z'e°dz (12.13)
0 "0 n o

Calcolando gli integrali che figurano nella (12.13), ricaviamo:
(- D" o ttig, = o (D" 1

k30 k' 0 k30 kl 1' |k -

_ 1k _ 1k
e (D1 (D ko
wo KIo1+Kk wo KIo1+k

Yere @ gz = o
0

b

n
"0 n!

"¢tz = ba(i)"=  Dan(-D"+i  banea(- 1"

0 n30 n30 n30

Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie delle due precedenti relazioni, troviamo:

_ K
bon(-1)" =€ -1 L 5
- -k
bon (- 1)n = € 1 >
_ _ _nk
Gioe b - bwmo=e D1 _1-050155 ; (12.14)
n31 nd1 K30 kI 1+k
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(D k

52n+l(' "= - 62n-1(- n" = E"‘ ba - bani = e

n30 ndl ndl n3l k30 kl 1+ k2
R , S — (-D* K B
Daquest’ ultimarelazione, ricaviamo:  (b,,, - b, ;) =¢€ > +1=0,07144.
1 K30 kI 1+k

Chiaramente, i primi membri delle (12.14) e (12.15) sono serie divergenti,
rappresentate, rispettivamente, dai valori 0,59155 e 0,07144.

13.00 Consideriamo la serie: X - c X
ee_l- 1 n30 n!

. = = = = 1= 1= 4= 1=_
| primi valori di C, sonodati daaC, =1,C, =- 1,C, =36 —Z,C4 —1—5,C5 _8’06 =-
La(13.01) e suscettibile di essere trasformata in:

X _ k X _ 1\h _yh
Xx _ X ex 1 _ ka_ Bh(e D" _ Cnx_
ee 1 1 ex - 1ee 1 1 k30 kl h30 hl n2 0 n!
Derivando, n volte, rispetto ad x, gli ultimi due membri della (13.02),
e ponendo dopo, x=0, ricaviamo:
. n n n-j )
C,= . B, B,S(n- j,h), n>0,

j=o ] h=o
essendo, come e noto, B;,€,B,, i numeri di Bernoulli, e, S(n-j,h) i numeri
di Stirling di seconda specie.
Per x>1, laserie che figuranell’ ultimo membro della (13.02) é divergente, per cui,
applicando, alla (13.02), I'integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

CXCT = (e =1ry) = MY A g go0ss)
0 gt g 0 e'-1 (1+y)

- 1 ¥ i -
C,— x'e*dx= C
n o

n30

n
n30

Uguagliando i risultati delle precedenti due relazioni, abbiamo: C_n = 0,420552.

n30
Laseriechefiguraa 1° membro della (13.04) costituisce una serie divergente,
rappresentata dal valore 0,420552, indicato nel 2° membro della predetta (13.04).

13.01 Sostituendo nella (13.01), -x ad x, ricaviamo: ——~— = C, ()

e° L 1 n30 nl
Per x>1, la serie del 2° membro della (13.05) e divergente, per cui, applicando,
ala(13.05), I'integrazionedi cui a punto 3.01, abbiamo:
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(13.03)

(13.04)

(13.05)



- - h
¥e.x . X dx = (1- €* = y) = - 1In(1 _y) Ve ek K 2
0 ee -1 1 01-¢e o hsoh!(h+1)_

= 2,20612

C_n (-9 :Xne—xdx - C_n(' l)n

n30 n! n30

Uguagliando i risultati delle due ultime relazioni, otteniamo: C_n(- H" =2,20672. (13.06)

n30

Il 1° membro della (13.06) costituisce una serie divergente, rappresentata dal valore 2,20672.

13.02 Ponendo nella (13.01), x = iz, ricaviamo: %1: C, (|2 (13.07)
e - n30 :
Per z>1, laserie del 2° membro della (13.07), costituisce una serie divergente, per cui,

applicando, alla (13.07), I'integrazione di cui a punto 3.01, abbiamo:

e’ iz|z dz = C_n(l) " e 7dz
0 e’ 1o né0 nt o
¥ iz _ .y 1 -iIn(l- y) dy
0 Edz =(1-e°=y)= 0(1' y) V11 y
.t Iny _ :
= o gESF TRy T 1dy = 0,750489 — 1,082343 i (13.08)
O Ypergz= CyY= Co(-D"-i Cpi(-1)" (13.09)
n30 n! 0 n30 n30 n3l
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei risultati delle relazioni (13.08)
e (13.09), troviamo: C, (-1)" = 0,750489 (13.10)
n30
C,,,(-1)"=1,082343 (13.11)

n3l
| primi membri delle (13.10) e (13.11) costituiscono serie divergenti, rappresentate,
rispettivamente, dai valori 0,750489 e 1,082343

14.00 Consideriamolaserie

1
-DR(nx)k =
kso( ) (Inx) 1+Inx

[ 2° membro della (14.01) I’ abbiamo ottenuto applicando la (3.04).
[l 1° membro della (14.01) € una serie convergente per 1£ x< e, edivergente perx3 e,
per cui, moltiplicando, per € *, ambo i membri della (14.01), ed integrando, rispetto ad X,
trai limiti uno ed infinito, troviamo una nuova serie divergente, definita da:
D “(nxrerax = “& K
K20 1 1 1+InXx
Operando sulla serie del 1° membro della (14.02), otteniamo:

(14.01)

(14.02)
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¥ koxq. _ lim
kso( 1 . (Inx)“e *dx = e® 0,
lim
e® 0.9
Calcoliamo I’integrale che figura nell” ultimo membro della (14.03).
¥ en — (' 1)h ¥ e, ,h — _ Z —
o Atyyevdy = = @Ary)tyidy =(y=—)=

(-D*D¥ 1¥ xee *dx = (x=1+y) =

= e (- )*DW ;‘(1+ y)°e Vdy (14.03)

z. dz _ (D" ce-h-27nNh 4 —
= = 1- dz =
wo o 0'1-2 -z) (1- 2> o N 0( 2 (2)"dz
()" Gh+DGe-h-1_  nCa+e 1 P
o hl G- e) hs0 -P G2+h+e) (sinpe)(-1)"
sinpe
Cl+e) _ 1
wo G(2+h+e) mo(l+h+e)(h+e)..(1+e)
1 h+1 1
@+h+e)(h+e)..1+e - o (r+e)(h+1- )1 " (r - 1!
_"Ep*h 1
< h s s+l+e
Tenendo presentei risultati delle (14.03), (14.04) e (14.05), ricaviamo:

(-1)h 11 e
G

(14.04)

Sappiamo che: = (r=s+1)=

(14.05)

CDF nwietdx = - et M g EDTPGKED (g gyis
k0 ! e® Oy mosso NS GO
I ML
ko moso DS (s+D?
Il valore dell’integrale che figura nel 2° membro della (14.02) € uguale a 0,245857.
¥ e "dx
1 1+Inx

(14.06)

Abbiamo cioé&: = 0,245857

Tenendo presente la (14.06),

h (-1 h
troviamo: k! €D L )

k30 h30 s=0 h! S (S+1)
Laserie multiplaindicata nel 1° membro della (14.07) definisce una serie divergente,
rappresentata dal valore numerico ugualea - 0,668307 .

= - ©(0,245857) = - 0,668307 (14.07)

14.01 Consideriamolaserie

1
-D(Inx)* = ———— 14.08
DI = s (14.08)
[1 2° membro della (14.08) I’ abbiamo ottenuto applicando |a (3.04).
Il 1° membro della (14.08) & una serie che converge per e ' < x < e, e diverge per

O<x£e’, eper x3 €. Pertanto, applicando ala (14.08) I'integrale di cui a punto 3.01,
otteniamo una nuova serie divergente, definita da:
CD* “(Inx%e*dx = e-xi2
o 0 0 1+ (Inx)
Operando sui due membri della (14.09), troviamo:

(14.09)
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(-D*  (Inx™edx = (DD “xe*d= (-D*G™()

k30 €® 0y k30

Yer - 008816
0 1+ (Inx)

Uguagliando il risultato della (14.10) con quello della (14.11), otteniamo:

(-D*G® (1) = 0,608816
k30
Nell’ Allegato B, punto 7), abbiamo riportato un procedimento per il
calcolodi G (1).

g-1
14.02 Moltiplicando, per 1XT 0<Re(g)<1, ambo i membri della (14.08),
X
ed integrando, rispetto ad x, trai limiti zero ed infinito, otteniamo un’ altra
serie divergente, definita da:
g-1 g-1
D" “(ny* X _ax = "X dx .
0 0 1+x 01+ x1+(Inx)

k3
Operando, abbiamo:
Kk ¥ e X! Kk ¥ X7 k@ P
(D (n* F—de = (DD [ Todk= (DD
50 0 1+ X . 4 01+x 0 1 Csinm
vx dx L, ¥ e* dz
;= (x=e)= e
01+x1+(Inx) ¥l+e’l1+2z
Il calcolo dell’integrale indicato nel 2° membro della (14.15), |’ abbiamo
riportato nell’ Appendice B, punto 8), ed abbiamo ottenuto:

k

1
c e dz _ o snmeh+y] | p O 9
¥1+e* 1+ 2° woP?(2h+1)?-1 2 cost

1

cosfpmn+1)] _ip 5G9V
wop?(2h+1)?-1 2

+2ip
cos1
2

Uguagliando il risultato della (14.14) con quello della (14.16), troviamo:

1
sn[m(2h+D] , p COS(E -9

wop’(2h+?-1 2 1

+

(- DE(E) =- 2p
sinm

k30

cogpazn+1] _ip S5 9
o PR(2h+)2-1 2

+2ip

La(14.17) é unarelazione molto suggestiva.

Sviluppando il 1° membro della(14.17), otteniamo:

(-0 D@ ()=
snm

k30 k3 0 k30 h30
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(_ 1)k DéZK) (2/] e ipq(2h+l)) — 2/] p2k (2h + 1) 2k e ipq(2h+1) -
0 h3

(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

(14.15)

(14.16)

(14.17)



=2 p* (2h+D)*{codm(2h+1)]- isn[pg(2h+1)]} =

k30 h30

=20 p* (2h+D)*sn[ph+D]+26 p*  (2h+1)* cogpq(2h+1)] (14.18)

k30 h30 k30 h30
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie tral’ ultimo membro dellarelazione
precedente (14.18) ed il 2° membro della (14.17), troviamo:

1
i cos(= -
p%  (2h+)Xsn[m(2h+D)=- S+l 1 G- 9

2 2
k30 h30 h30p (2h+1) -1 4 COSE

(14.173)

p*  (2h+D)* cosm(zh+n)= LMD

(14.183)
K0 he 0 wo P (2h+D? -1

.1
lsm(? a)
4

1
COS—
2

Perq= % , abbiamo, come & noto, sin[my(2h+1)] = (-1)", e, cogm(2h+1)] =0.
Pertanto, dalla (14.17a), ricaviamo:

-p" 1 1
p*  (-D"[(2h+D*] = - + =
k30 h30 h30p2(2h+1)2- 1 4COS;

= 0,180758, (14.17b)

mentreil 1° ed il 2° membro della (14.18a) sono nulli.
Dalla(14.17), invece, otteniamo:

Ly = 2p (D" P 1 135737 (14.18b)

p
k30 Snm o h30p2(2h+1)2 -1 2 COSE

Leserieindicate a 1° membro delle (14.17b) e (14.18b) sono serie divergenti,
rappresentate, rispettivamente, dai valori numerici 0,180758, e, 1,135737.

14.03 Riprendiamo la (14.08)
1
-D(InX)* = ——— 14.19
D™ = s (14.19)
gq-1
L+ x)@A+Inx)
rispetto ad x, trai limiti zero ed infinito, otteniamo un’ altra serie divergente, definita da:

L E—

Moltiplicando, per ambo i membri della (14.08), ed integrando,

X ¥ X9t dx
dx = > (14.20)
ks @+ x)(1+Inx) 0 1+ x)(1+Inx) 1+ (Inx)

Ponendo x=¢e?, nel 1° membro della (14.20), otteniamo:

T AR
30

-1

dx ——— X
L+ X)(L+InX) 0 o 9 1+ x)(1L+Inx)

k
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= (-1 Dézk) ¥ o 1 4z
0 ¥ (l+ef)1+2)
L’ integrale indicato nell’ ultimo membro della (14.21), | abbiamo calcolato
nell’ Appendice B, punto 9), utilizzando il 2° teorema integrale di Cauchy,

ed abbiamo ottenuto il seguente risultato:
v 1 ) eipq(2h+1) . e1— q

¥ dz . +ip
¥ (1+e")(1+2) woltip(2h+1) e+l

Sostituendo |a precedente nella (14.21), ricaviamo:

k¥ 2k X+ Kk ¥ 1
-D* (Inx) dx= (-2 Dé ) e~ _dz
ko 0 (1+x)(1+Inx) k0 Y (1+e)1+2)

_ 2 (2h+D* ]
= ZPKSOP h301+p2(2h+1)2LS|n[m(2h +1)]- p(2h+1)cogm(2h+1)]] +

o pr DT o singm(eh + D]+ cosfam(@h+ D) +ip S
w0 woltp?(2h+D)? e+l’
ponendo, x=e*, nell’ ultimo membro della (14.20), ricaviamo:
¥ x4t dx ¥ e* 1 dz
0 1+ X)(A+INX) 1+ (Inx)2  ¥1+e*1+z1+72°
L’ integrale indicato a 2° membro della (14.24) |’ abbiamo calcolato nell’ Appendice
B, punto 10), utilizzando il 2° teoremaintegrale di Cauchy, ed abbiamo ottenuto:
x ¥ 1 dz _ 5 sin[m(2k +1)] - p(2k +1) cogpg(2k +1)] N

¥1l+e*1+2z1+7° K0 1- p*(2k +2)*

(14.21)

(14.22)

(14.23)

(14.24)

1 o1
cos(—- q)- sin(—- -
p 8(2 a) (2 a)
4

cos{mi(2k + D] + p(2k + D sinfpy(2k +1)] ipe’
pt2k+1)*-1 2 e+l

+ + 20 +

1
cos(= k20
8(2)

1 .1
p 0, - ) +sinC - )
- Z 1 (14.25)
‘ cos()
Uguagliando le parti reali e quelle immaginarie dei secondi membri
delle (14.23) e (14.25), otteniamo:

2 (2h+D* -
2,0kao,0 h301+p2(2h+1)2[sm['0q(2h +1)]- p(2h+1)cogm(2h+1)]] =

1 1
sinfpg(2k +1)] - p(2k +Dcosm(k +1)] | p X7 DS D) (14.26)
1 p*(2k+D)’ Z 1 | |
COS(Z)
N (2h+1) 2k et

) [p(2h+Ds 2h+1)] + 2h+1)]] +
0 P T prnspe @t hsnim(Eh DI+ cosm@h+ I+ o

:Zp

cos(_ - g) +5in(_ - )

cos(;)

“2p cos{mi(2k + D] +p(2k +Dsinfpy(2k +1)]  p e % (14.27)

K0 pt2k+D*-1 2e+l

da www.maecla.it 47




Per q= % ,abbiamo:  sinpg(2h+1) =(-1)", cospg(2h+1) =0, e, quindi, dalla
(14.26) e (14.27) ricaviamo:

2 (-D"(2h+D* _ D, 1 0,132178 (14.28)
k30 h20 1+p2(2h+1)2 k30p4(2k+1)4 -1 8C05(1)
2
pres (D@D D2k 1
K0 wo 1+p%(2h+1)? wop (2k+D*-1 8COSh(1)
2
st~ 01704 (14.29)
1
8005(5)

Osserviamo che le serie indicate nei primi membri delle (14.26) e (14.27) sono
serie divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai valori dei secondi membri delle
medesime (14.26) e (14.27).

Anche le serieindicate nei primi membri delle (14.28) e (14.29), sono serie
divergenti, rappresentate, rispettivamente, dai numeri 0,132178 e 0,221704

Conclusioni

Nel corso dell’ esposizione dello studio in parola, abbiamo rilevato un numero cospicuo di serie

divergenti, a ciascuna delle quali corrisponde un numero o un’espressione numerica finita;
abbiamo anche constatato che e possibile utilizzare e serie divergenti nello sviluppo dei normali
calcoli matematici.

Cio corrisponde esattamente a quanto segnalato dal matematico francese Emile Bordl, il quale,
nell’ Introduzione al Testo [6] , apag. 13, affermava

Le probléme fondamental est e suivant: Faire correspondre a chaque série divergente numérique
d’une classe aussi large que possibile, un nombre tel que la substitution de ce nombre a la série,
dans le calculs usuels ou elle peut se présenter, donne des résultats exacts , ou du moins presque
toujours exacts.

Un vivissimo ringraziamento va rivolto a tutti coloro che, con il loro contributo e con i loro
utilissmi suggerimenti, hanno consentito il completamento del presente lavoro. Un particolare
ringraziamento va a Prof. Ing. Filippo Aluffi Pentini dell’Universita di Roma “ Sapienza’ per la

sua continua, cordiale assistenza e collaborazione.
Siamo grati atutti coloro che inoltreranno osservazioni o suggerimenti, indirizzando &
p.cutolo@inwind.it
Appendice A
L’integraleE = :ﬁdx, indicato al 2° membro della (3.16), pud essere
X

calcolato con uno dei seguenti metodi:

1) Metodo delleintegrazioni per parti
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¥ - X
Integrando, successivamente, per parti, |I’integrale E = . afjdx, ricaviamo:
X

- X

¥ e _ aée_xd(1+x)'n _ 1

o (1+x)™ 0 -n -n
_ D LD v e

0 i n-1 N o1+x

(L+x)"e* - @+ (-] = ..

(A1)

- X

L’integrale : €

P dx é stato giasvolto eriportato dalla (3.02). Quindi abbiamo:
X

et T k L% (- D~
o A+X)™ T kin n! wo (K+DI(k+1)

(prreto (D (- D" A2
n kzo(-l) S g+k31 kik A2

Osserviamo che |’ integrale indicato nellaformula (3.02) puo essere espresso da:

x k
"C dx=@+x=e)= e’e®edy=e (G veltlygy =
0 1+ x 0 wo KO

(- D"

k30 k' h®0

=e

(k+1)" (A.3)
Confrontando la (A.3) con la (3.02), ricaviamo la seguente formula:

CD° e = - e % = 0,219383 (A.4)

k30 kl h30 K31 l
2) Metodo dell’uso degli integrali di Eulero diver genti

Utilizzando gli integrali di Eulero divergenti, ( vedasi Pasquale Cutolo: “Unanota sull’ uso
degli integrali di Eulero divergenti ” Articolo riportato siada“LA COMUNICAZIONE-
Note, Recensioni, Notizie-dell’ Istituto Superiore C.T.l. Anno 2003, Volume L11”, sia da
Internet “Matemati camente.it/approfondimenti/ideeinteressanti”), otteniamo:

- X _1\k k
E= Y€ +1dx: D"+ X +1dX:(X:L) =
o (1+x)" wo K0 (@+x)" 1l-y

lim (-
e® 04 K

L y k n+l+e dy —
7 1- =
) I

da www.maecla.it 49




lim (- :]_)k 1

li - -
(y)k(l_ y)n—1+e—kdy: m ( 1) C‘:(k"‘l)(;(n"'e k):

e® 0, Kk © e® 0., K Gn+1+e)
_ lim (D¢ n-l+e " _lim mt (D¢ n-lve
e® Opokl(n+e) k e® O, kl(n+e) k

N lim ¥ ()% n-1+e
e® 0, kKl(n+te) k

_"HEDf -1 dim (- Gn+e- K
k=0 KI(n) k e® 0y, Gn+1l+e)

Ponendo, nell” ultima sommatoria della precedente relazione, k = n+h, ricaviamo:

lim ¥ Gnte-k)_lim (D0 ¥ Ge- hEh+D

e® 0,., Gnh+l+e) e® 0GEnNn+1+e) hG1+e)
|' _1\n ¥ ¢ mn\h
- Im ( 1) ( 1) lth(l- t)e—h—ldt - (t - y ) -
e® 0Gn+1+€) ,, h o 1+y

_ lim pn Y (D" Y 1 ye dy _
e® 0GN+1+6) .y h 0 1+y ‘1+y  (1+y)?

_lim " e vy ) veY
e® 0Gn+1+e) ., h o° (@1+y)™ YT o 1+y y
- X n-1¢_ k _ 1 -1 _ n -y
Pertanto: E = ¥ € TOX = ﬂ n +ﬂ ¥e_dy:
0 (1+x)" o KI(N) Kk n ol+y
_ n-1 n-1 _ n _ k
:& (- 1)kk!_L)e g+ ﬁ (A.5)
n nl w1 KK
che eidenticaalla(3.12)
3) Metododel limite e derivata
¥ g o= lim ¥ g o = [im D;”) (-D" ¥ e~ _
o (1+x)" a® 1o (a+x)" a®1 Nt °a+x
_lim o (D" _ _x e
= D" ——(l,)=E, avendopostoE= ———-dx,ed
a® 1 nl o (1+x)"
- X - ay
= % dx=(x=ay,a0) = dy (A.6)

o a+Xx °0l+y
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Abbiamo utilizzato laformula D{” (a+ x)™* = (Cr;()l)( X)"(-1",
li eV Y- (- v\
Quindi: ™ pogy= Ny o ve b -y
a® 1 1+y 0 1+y
Y A
_ ey ]Oly+ ’ &y
0 1+y 01+y
_ (- n n-1
—1 CY)” - (- y)*; pertanto:

Ora, € noto che:
1+y k=0

(D" vefi- (y)l DT v
n o 1+y n! k:O(-l) Oyedy—

( 1)n1nl( l)k |
N o

DMK (n- 1- K)!
o N(n-D! (n-1- k)!

Posto, n-1-k = h, abbiamo:
n-1 (_ 1)n—1—kk! (n_ 1- k)' _ n-1 (_ 1)h n-1
o N(N-D! (n-1-K! ,,, hin h

In definitiva, otteniamo:
X n-1¢_ 1\h _ -1 1\ -y
B N LAY

¥ e
n ol+y

X =
o (1+x)™ wo N h

_1\-1 n-1
_() (1)k,+(1> >y
n 0 1+y
che é perfettamenteidentica alla (3.12).

4) Osserviamo chel’integrale E = de puo essere calcolato ed espresso
X

anche nel modo seguente:
Posto 1+x = €*, ricaviamo:

X

g = e dMIg gy g
0 (1+x)™ 0 k20

(-ij)k :e-(n- Wz, =

n-1¢_ 1\K

(D" 1 Lo (D ¥ g,
k=0 k' n - k k3 n k

Ponendo, nell’ ultimo integrale della precedente relazione, k = n+h, troviamo:

_ n+h _ n+h
( 1) ¥ thZ —e ( 1) ¥e(h+l)ze-zdZ -

e (D° e(”k)zdz—e =
wn K wo (N+N)!O wo (N+H)!O
— n ('1)h j
=e-1) (h+1)’
o (N+N)! a0
- X n-1¢_ k _ h .
Pertanto, E=  ——dx=e (D 1 ey D iy (A7)
o (A+x)" o K'on- n-k o (N+N)! s

Confrontando la (A.7) con la (A.2), ricaviamo:
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(-9"

-1 (h+1)’ =
wo (N+)! s
n-1n-1 _ 1k n-1(_ 1\k
o 0 gy (D g €D MY
nl k=0 . k30 k'k k=0 kl n' k
Appendice B
. . v ¥ g (0
1) Calcolo e sviluppo dell’integrale F: —dtdx

Posto x = y?,t = z*, abbiamo:

- (x+) - (y*+2%)
F= ¥ ¥ @ it = ¥ ¥ @ 42y22dydz
0 0 1+xt 00 1+y°z

Ponendo y=rsing,z=r cosq,dydz= rdgdr ,

_ ¥ S€"msin2g)dmlg _ ¥e‘”’/7dm% (sin2g)dg

0 0

1+(’2’7sin2q)2

/24
avendo posto F1 = 2

r?=m, ricaviamo:

(sin2g)dg  _

’ 1+(/2nsin2q)2

Posto cos2g = u, ricaviamo:

= e " ndn(F1)

’ 1+(’2’7sin2q)2

p
2

dcos2g

21
2° 1+Ij(1- cos” 2q)

Flz-l -1 du _14 = du _
27 1+’j(1- u?) 2 g2 (1+:;)
E; Inu- [1+-2)- Inu+ [1+-2) L2 A
nt " nﬂ4+/ﬁ m- \/4+n?

nt |
21+/ﬁ

Sostituendo il risultato di F1in (B1.1), abbiamo:

I::¥2em,

4+/ﬁ

° ml4+nt w/4+/7f

Posto 77 = 2sinht, ricaviamo:

¥ .
F=4 , te" > dt = 0,668091

2) Calcolo e sviluppo dell’ mtegraleG— X

2

dx

Integrando per parti, otteniamo:
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o (sh))? p® +x*

(B1.1)



v X dx X 20%xdx

G= S5 = - 4dcothx— - ———¢cothx- cothx—F—-5 =
0 (shx)® p° +Xx 0 p?+x2 pe+X (,0+x)0
X
= -1+2p®> ————cothxdx, in quanto:
0 (,02 x°)?
li 2 li 2
m X ———cothx=1, e, mo_x ———cothx=0
X® ¥ p?+x° X® 0,0 + X
¥ X 1 ¥
Ora, ————cothxdx = ———— coth xdx
o (p*+x°)° 2 ¥ (p?+xP)?
Utilizzando il teoremadei residui, piu esattamente il 2° teorema integrale di Cauchy, abbiamo:
2i,a' f(2dz=R(z)+R(z,)+R(z) +... (B2.1)

dove R(z),R(z,),R(z,),..., rappresentano i residui della funzione f(z), nei punti singolari
isolati (poli) z,, z,, z,,..., di (), interni alla curva semplice e chiusac; il calcolo
dell’integrale curvilineo lungo la curva chiusa c, va eseguito nel senso antiorario.
| poli z,z,,z,..., S0n0 i punti singolari isolati del campo complesso, interni alla curvac,
che fanno assumere un valoreinfinito allafunzione f(z).
Il residuo R(z,)di un polo di ordine n, di unafunzione f(z), nel punto singolare
isolato z,, € definito da:
lim n my 1

RZ) = o Z0[(z- 2,)"f(2)] o (82.2)
(vedas Testo [9] , pag. 43).
Per il calcolo dei residui dellafunzione integranda

f(2) = ﬁcmh z (B2.3)

abbiamo scelto una curva chiusac, costituita:
- dauna semicirconferenza, di raggio r ,Situata nel semipiano, y>0, del piano complesso,

Z = X+iy, con centro coincidente con I’ origine degli assi dello stesso piano complesso;
- dal diametro 2 r della semicirconferenza, giacente sull’ asse delle ascisse di detto piano,

diminuito di un segmento ugualea2¢;
- dauna semicirconferenza, di raggio € << p , concentricaaquelladi raggio r , nel semipiano y>0.

Il raggio r etaleche, sullacurvasceltac, non ci siano punti singolari di f(z). (vedas fig. 1)
Dalla(B2.3) rileviamo che f(z) presenta un polo, di terzo ordine, nel punto z =ip = a, ed
infiniti poli semplici z =ikp =b, (k=2,34,...), per cui sinha=0, cosha= -1, sinhb=0, coshb= (- 1)
Per semplicitadi scrittura, i valori dei poli li abbiamo indicati con (a) e (b)
Applicando Ia(BZ 1), otteniamo:

X cothxdx+ — > cothxdx+ " — re': e c.osh(rei':) re%idg +
(P X e (p”+x%) ° (p°+r°e??)" sinh(re'?)
a'? cosh(&'?) ... .
. ___CONE) g = 20[R(z) + R(z,) +R(z) +..] (B2.4)

o (p?+e°€”?)? sinh(e?)
Lasommade primi dueintegrali del 1° membro della (B2.4) rappresental’ integrale
lungo il diametro, diminuito di un segmento pari a(2¢€), giacente sull’ asse
delle x, dellasemicirconferenza di raggio 7 , mentre gli altri due integrali
rappresentano, rispettivamente, I’integrale lungo la semicirconferenza di raggio r ,
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el’integrale lungo la semicirconferenza di raggio €, calcolati nel senso antiorario.
Passando al limiteper r ® ¥, eper e ® 0, il 3° ed il 4° integrale della (B2.4),

s annullano, e quindi
¥

otteniamo: _¥ﬁcoth xdx = 24[R(z) + R(z,) + R(z) +..] (B2.5)
Applicando la (B2.2), calcoliamo i residui R(a) e R(b).
lim 1 (z- a)® coshz 1 lim (z- a) coshz
z® a2 (p°+2°)2snhz  2z® a (z+a)’ snhz
Nel passaggio dal 1° a 2° limite della (B2.6) abbiamo effettuato |a seguente sostituzione:
2 +p*=(z-ip)(z+ip) = (z- a)(z+a)
Per il calcolo della derivata prima e seconda, rispetto a z, dellafunzione postatrale parentes
guadre del 2° limite della (B2.6), poniamo:

R(a) =

(B2.6)

_z-a _ zcoshz
Pz) = sinhz’ Q@)= (z+a)?’
Operando, abbiamo:
iy = [P@QE] =PRI @ + 2P Q@) + AP @ (B27)
lim _ _ 1 lim _ _acosha
zZ® aP(Z) =P@)= cosha’ zZ® aQ(Z) =Q(@)= 4a°
P(2) = sinhz- (z- a)coshz  lim P@2) = P (a) = lim coshz- coshz- (z- a)sinhz 0
(sinhz)? 'z® a z® a 2sinh zcosh z

Q(2)= (z+a)?coshz+(z+a)?zsinhz- 2(z+a)®zcoshz=
_ (z+a)coshz+(z+a)zsinhz- 2zcoshz _ (z+a)zsinhz- (z- a)coshz
(z+a)’ (z+a)’ ’

[im
Q@z) =Q&a) =0

Zz® a

(sinhz)z[cosh z- coshz- (z- a)sinh z]- [sinh z- (z- a)cosh z]Zsinh zcoshz
(sinhz)* -

_(sinh2)[- (z- a)sinhz]- [sinhz- (z- a)coshz[2coshz .

- (sinhz)® !

lim 1 5 lim coshz- coshz- (z- a)sinhz

P@z) = P =- - coshz =
z® a @) = PQa) cosha z® a 3cosh z(sinh z)?

P'(2) =

1,21 _ 1
cosha 3cosha 3cosha

Q' (2= (z+a)'3[(z+a)sinhz+ zsinhz+ z(z+a)coshz- (z- a)sinh z) - coshz]+
- 3(z+a) *[z(z+a)sinhz- (z- a)coshZ]

fim Q@y7) = Q@n) = (2a) *(2a® cosha- cosha) = (2a°- 1)3cosha
z® a 8a

Sostituendo i valori ottenuti nella (B2.7), e poi nella (B2.6), otteniamo:
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R@) = %[P(a)Q@a) +2PEa)QQa) +Q(a) P@a)] =

1 1 (2a°-Qjcosha acosha 1
~ 2 cosha 8a’ 4a®> 3cosha
1 1 1 1 1 1, 1

8a 16a° 24a 12a 16a° 12ip 16ip°

_— . 1 1
uindi, R@)==+—~ B2.8
Q 2pR(a) 6" 80 (B2.8)
Passiamo, ora, a calcolo di R(b), essendo b=ikp, (k=2,3,4,...)
R() = lim z-b zcoshz _ lim 1  zcoshz _ b _ ikp
z® bsinhz(Z2+p*)?® z® bcoshz (Z*+p?)* (L +p%)°> (p°- kp?)?
: . . ikp -2 1 1 1
Pertanto: 2 R(i = — = K - — =
’am (1kp) Zplkszp4(k2-1)2 0% s (k-1% (k+1)?* 4k
= -1 1 - : = -1 1+i+i+i+i+ - i+i+i+ ) :__5
20% 2 (k-1 (k+D1)? 2p° 22 3 4 5 T F £ 5 7 gy’
In definitiva, troviamo:
2 2
G= X2 de2:_1+2,0 ' 2X22cothxdx=
° (shx)” p~ +x 2 ¥ (pT+Xx)
1.1 5, p* 3
=-1+pEC+—- " y=£L _ =
'0(6 8p> 8p*’ 6 2

l y
‘\ 8 \ h
o pox 0 0 X

fig.1 fig.2 fig.3

¢ —& % & B X

2n
3.0) Verificadellaformula B,, = (-)"'p *" ;(;—)de (n, intero positivo)
X
. v ox" 1+ x°
Osserviamo che: —ix ==  —dX, (B3.1)
0 (shx) 2 -¥ (shx)

n

Applicando il 2° teoremaintegrale di Cauchy, utilizzando la stessa curvac
di cui a punto 2) dell’ Appendice B, (fig. 1), otteniamo:

’ andx = 24iR(b), essendo b= ik, (k=1,2,3,...) (B3.2)
¥ (shx)

Osserviamo che lafunzione integranda presenta infiniti punti isolati di secondo
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ordine, all’interno della curva c. Applicando la (B2.1), abbiamo:

li )2, i - b)? b snhz- (z-
R(b) = Im (Z b)z an _ 1M (Z b)22n22n-l+22n2(-z b)SlnhZ .(Z b)2C08|‘12 _

z® b (sinhz) z® b (sinhz) sinhz (sinh2)

1 :
= ————2nb®™™*" =2n(ipk)*"", B3.3
(COShZ)Z (k) ( )
li - inhz- (z-

inquanto (coshb)? =1, im ZZn(z b)smhz (z- b)coshz -0

z® b sinhz (sinhz)?
Pertanto,  20iR(b) = 4n(ip)2"k?* 1= 4n(p) k2" 1(- 1)"
20 R(ipgk)=4n(p)*(-n" k™,

kel k31
e, quindi, per le (B3.1) e (B3.2), abbiamo: mdx 2n(p)>"(- )" k31k2n—l
Tenendo presente la (4.09), ricaviamo:
;%dx:%(p)z”(- DK =) D' =1
Cioé&: :%dx: ©)*(-)"*B,,, dacui
B,, = (-)"'p O%d (cv.d)

3.1) Potevamo verificare la (5.03) in modo molto pit semplice ed elegante, utilizzando

il metodo del limite e derivata.
2n X
Infatt, abbiamo: Xk = “x"(-2% yidx = (e =y)= 2+ UM g o
o ()P 00 1-e o(1- y)

lim e ‘ lim
_oton ! D& 1y42dy; ora ly—zdy = y—dy =(y=m)=

H 1
lim D 777(”2)9 dz _lim 5 e 1 k+1
. — =
me® 1 "o 1- z m® 1 ".,e+tk+1lnft o et+k+1

; pertanto:

2n '
¥ X opon lim

_d i q2n+1) -1-2n . 2n _ ~l-2n
0 (shx)? =2 e okgo(k”l)w(e*k’fl) (- D> =2"2"(2n)!lz(2n)

2n1 2n

Ricordando che: z(2n) = 2(2 ) B,.| (vedasi testo [4], pag.1074, formula 9.542-1),
2n 2n
-on ¥ X _dx
0 (shx)

X2n

e
° (shx)

. ¥ X ; .
troviamo: ) de = p?|B,,|, dacui |B,|=p

Poiché B, K <0,eB, ,>0,abbiamo: B, = (-)"'p

1 1 iz
-¥1+47° cosh(pz)

4.0) Calcolo e sviluppo déll’integrale H=
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Utilizzando il 2° teoremaintegrale di Cauchy, e seguendo |o stesso procedimento
indicato a punto 2) dell’ Appendice B, otteniamo:

¥ 1 1 a )
¥ 1+47° cosh(pz) G2 = 2pIR(z) + R(z) * R(z) + .

Abbiamo scelto una curva c identica a quella utilizzata nell” Appendice B-punto?),

(vedasi fig. 1).
| poli della funzione integranda sono:
[ o
=—=a, z =ik+—=b, (k=1,23,...
2= =tk =b, )

Abbiamo quindi un polo di 2° ordine nel punto z, =|§ =a, ed infiniti poli semplici nel

: oo
punti z, :|k+E:b

Il residuo R(@) € definito da:

im (z-a® 1 °_lim  (z-a (z-9
z® a (1+4z°)cosh(mz) z® a 4(z- a)(z+a) cosh(uz)
lim 1 cosh(we)- (z- a)psinh(pz) | z- a -1 =
z® a 4(z+a) (cosh(ez))? cosh(z) 4(z+ a)®
_ lim [ipsinh(pz)- (z- a)p” cosh(pz) - psinh(z) N 1 -1 E

z® a 8a 2p cosh(pz) sinh(oz) psinh(uz) 16a°

1
" 16a%psinh(ga)

Essendo a=i/2, abbiamo sinh(%) =i, equindi:

R@ =

20R@) =20+ =1 (B4.1)

i\o

16(5) P
lim (z- b) _lim 1 _ 1 1
2® b(L+47%)cosh(pz) z® b(L+4z5)psinh(pz)  1+4b? psinh(zb)
Essendo b =ik + i/2, abbiamo sinh(gb) =i(- 1)*, e quindi:

R(b) =

R(b) = -—11'—(- 1)*; pertanto:

1- 4k +2)2 P

2
. . -A-DF (- D* -1 1ol

R(b) = 2 - Y7 =2 X7 =_= -DY(=- ——)=

Zpkal ( ) pkzl 4' 4(2k+1)2 p k31 2k(2k+2) 2 k31( ) (k k+1)
k-1 k-1

S G A G (B4.2)

In definitiva, sommando i risultati della (B4.1) e della (B4.2) abbiamo:

H= "t 1 o2 (v
¥ 1+ 4z° cosh(pz)
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4.1) Verificadellaformula E,, = (-1"(2)™  (nx)?
p 0 1+X
Ponendo, x =e*, otteniamo:
2n oz 2n
¥(Inx)2” dX2: ¥ ze2 Z=¥ z 4z
0 1+X ¥1+e” ¥et+e’

Applicando il 2° teoremaintegrale di Cauchy alla stessa curvac, di cui a punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:

2n 2n H
Y2 7= "% _d7=2 Rb),essendo pe 1P(2k+1)
¥el+e’ -¥ 2coshz 0
I' _ 2n | 2n 2n n 2n 2n
Pertanto, R(b) = 'm (z-b)z7 = m Z g ( )2k+1 (Zk-+21k)+1 -
z® b 2coshz z® b2sinhz Zsmhb 2% (-1)™7]
n 2n 2n
LDy o (2k:1) ,k=0,1,2,...; quindi:
27" (- D
2n 2n+l
¥ ZZ — 7 = 2/] R(b) — ( 1)2/(: (_ 1)k(2k+1)2n (843)
¥ e +e k30 2 k30

Riprendendo la (6.13), abbiamo:
2 (D) (2k+D* =E,,,

k30

. ¥ dx ¥ Z2n (_ l)np2n+1
; Inx)*" = = E B4.4
equi ndi 0 ( n X) 1+ X2 Yol tg zdZ 22n+l 2n ( )
H — n 2 2n+l ¥ 2n dX
dacui E,,=(-2 (;) . (Inx) Tox? (cv.d)

4.2) Potevamo ricavare il 2° membro della (B4.4) direttamente dal 1° membro della stessa
(B4.4), in modo molto piu semplice ed elegante, utilizzando il metodo del limite e

derivata.
lim e
Infatti, Y= M pen Y X g o
0 1+x e® 0 01+x
el
lim 1 vy22
=(x= = Dem = X =
(=)= 0 0P 5 0 1y ¢
lim D(zn)l 14 — lim D(2n)p 1
2 2
-
1 (lpi)k
Ricordando che—e: E, " , ricaviamo:
cosh(ipi) k0 '
¥ n dX Ilm n 1 n n+ :
(0?25 = o OD;”%—: E, (-1 (%)2 1 dacui

cosh(i pg)
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_ o qyn(2yana ¥ an OX
E,=(1 (p) , INX¥ =7, cvd.

. . ¥ 7 dz
5.0) Calcolo e sviluppo dell’integraleL = . PR
(sinh;)z'o *z
Applicando il 2° teoremaintegrale di Cauchy alla stessa curvac, di cui a punto 2)
dell’ Appendice B, (fig. 1), ricaviamo:
v 7 dz

L= =221 deoth? =
@enlp Pt e
2
2 2 ¥ z
=-2 %cothz- (cothz)%dz =-2+2p® rerl 22d22 5 (B5.0)
p+z 2 2" (p”+2°) o ¥ef-1(p°+29)

¥ e’+1 zdz

_¥ eZ _ 1(p2 +22)2

Lafunzioneintegranda di L1 presenta un polo di 2° ordine nel punto z =ip =a, ed infiniti
punti isolati nei punti z, =2pk =b, (k=1, 2, 3, ...). Pertanto applicando la (B2.5), abbiamo:

Calcoliamo I'integrale L1 =

o lim 1 z(e*+)]) ©_

lim (z- a)>  z(e*+1)
R(a) = = 2 z_
@ z® a (z- a)’(z+a)* e°-1 2@ a (z+a) e-1
lim e*+1 , z @ z (z+a)e’-2e°+) _ 1 _ 1
= z® a (z+a)’ e-1 e-1 (z+a)® 8a 8u
- : 1
Quindi: 20R(a) = 2
_lim z-b ze*+1) _ lim 1 ze*+1) _  4pk
R(b)= z 2 2\2 Z (2 2\2 4 272
z® be*-1(p°+2°) z® be* (p°+z°)° p (@A- 4k9)
. 8 1 1 k 1 : 1 1
R(b)=- — - —=- =, er cui L1==- =
zpk3l ) P (2k-1D% (2k+D)* 8  p* P 4 p°
2 2
In definitiva, dalla (B5.0) abbiamo: L=  — 2 92 - orgprl 1y=P g
O inh &Ptz 4 p 2
(sinh=)
2
5.1) Calcolo e sviluppo dell’integrale M = " e*— 3%
' 0 J1+4x
Operando abbiamo:
¥ dx 1 ¥ 1
e’ = = e'dvl+4dx = Z|e*V1+4x- J1+4xe*(-dx)| =
0 J1+4Xx 20 2[ v v ( )]:
:‘—21+% eI+ dxclx (B5.1)
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y1

¥ _ _ R L N B A
_ €1+ 4xdx = (1+4x =y, dacui x—T)—Zlﬁe dy =

s S _1%*‘\/'4 _ %¥\/_—t _
=Je lﬁe dy = (y =40 =7 e, 2vie"4dt = 2¢° , Vie'di=

4 4

1y 1 1 3 (- 1)" 1
= 2e*[ Jte'ldt - 04\/fe'tdt] = 2e[60)- O4tk\/fdt] -
k30 d

Vo entat e, (nre
- =2e -2
2 .y K k+3] 2 o K 2k+3

= Ze%[ ] (B5.2)

Sostituendo il risultato della (B5.2), nella (B5.1), otteniamo:
¥ gn X 1, VP, (D2

= E—
0 1+ 4x 2 [ 2 wo K 2k+3

o eugualea 0,545641.

V1+4x

] (cv.d)

¥
Il valore numerico dell’integrale . e

zsinz
2(1- cosz)
¥e? zsinz ¥e? zsinz

T= "edx- ————dz=1- —————dz
0 0 2 (1- cosz) 0 2 (1- cosz)

6.0) Calcoloesviluppoddl’integraleT = ;e‘z[l ]dz

(B6.1)

2sincos®  cos® i
Ora, sinz_ _ 22 2 _ gzieiz+1:i(1+
1- cosz 2(sin%)? snZ €- 1
2 2
Sostituendo nell’ integrale dell’ ultimo membro della (B6.1), otteniamo:

¥e? zsinz _¥ze’

- ikz

i22 Y=i+2e” e
e -1 Ko

i+2i e gy = I—+i ¥Ze-z(1+i+ik)d2:
0 2 (1- cosz) o 2 @0 2 o

i 1 i 1 i . (@-ik)?® _i . 1-Kk*-2k_
=St o ot ot ot oae ot e T
2 eodlti@+K)) 2 eidl+ik]? 2 el +K%)? 2 e (1+KP)
; 2
SLRTEE L . (86.2)
2 eidl+k) el K)
Poichéil 1° membro della (B6.1) e reale, dobbiamo considerare solo la parte reale
del 2° membro della (B6.2); cioé:

w11+ K?)

In definitiva, abbiamo:
zsinz Jdz =1- 2 k22
ekl + K?)

. k
dalla (5.08) otteniamo: B, |+B =1-2 —
( ) k31U 4k| 4k-2] k31d1+k2)2

Yo 2Nz = 0,205766, e quindi:
0 2(1- cosz)

= 0,205766

6.1) Dimostriamo ora che
1 e—2iarctan(k)

A+ik)? 14K

¥ Zo 20K 7 =
0

(B6.3)
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Utilizzando il 1° teoremaintegrale di Cauchy, calcoliamo I’integrale ;ze' P2dz, (p>0).
Utilizziamo una curva semplice e chiusac, costituitadal contorno di un settore circolare,
(il cui centro coincide con I’ origine degli assi coordinati), avente unraggio - giacente
sul semiasse positivo delle ascisse, e |’ altro raggio, giacente nel 1° quadrante, che
formaun angolo g col semiasse positivo delle ascisse,(fig. 3). Otteniamo quindi:
Or xe Pdx + :re‘fe' e’ relfidf + rote“’e' P’ elgt =0 (B6.4)
Nella (B6.4) abbiamo indicato con / un angolo compresotraOe g.
Passando al limiteper r ® ¥ , il 2° integrale della (B6.4) s annulla, per cui
dalla (B6.4) ricaviamo:

) iq . o -2ig
e27 “xePdx= te " dt, dacui | te Mg = & -
0 0 0 p
Ponendo p=+/1+k? , e g=arctan(k), ritroviamo il risultato della (B6.3)
7) Procedimento per il calcolodi G* (1)
lim l[im xt k-1 .
G = 2)Y (2] = GV (z)Y “+(z
0= gY@ = o | TeaY e
k1 k-1 ) )
= j G @y * (1), (k>0) (B7.1)
j=0
z-1 _
essendo V=S8R ULy (B7.2)
Gz ©°t-1
Derivando, n volte, rispetto az, la(B7.2), ricaviamo:
z-1 n
yozy= TN G e gngdt = (= e =
O t_ 1 h30 0
¥ 1
=- e'™(-uetdu=(-)"'n ——— (B7.3)
heo © wo (h+2)"™*
Ponendo, nella (B7.3), z=1, otteniamo:
1 1
YOQ=(-D"'n ———=C-D"'n ——=(-)""nz(n+1,(n>0 B7.4
D=1 D™ -1 L -1 (n+1),(n>0) (B7.4)
_ — _C@) _
Per n=0, dalla (B7.2) abbiamo: Y= an g (B7.5)

2
Per n=1, dalla (B7.4) ricaviamo: Y @) :%

Per j=k-1, tenendo presente la (B7.5), dalla (B7.1) ricaviamo:
=" lEmy e Im e g
Tenendo presente IJ;O(B7.4), troviamo:
=" @Y e - Dz )+ AC), (0D, @79
Ponendo, nella(B7.6), s]tzJoccvamente, k=23, ...k, possiamo ricavare k-1
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equazioni, nelleincognite G@&1), G&@Y),...,G* (1) . Supposti noti i valori di z(k- j),

j=0,1, 2,3, ... k-2, possiamo, facilmente, ricavare C&1) dalla prima equazione, e sostituirla
nella seconda; successivamente, ricaviamo C@El) e la sostituiamo nellaterza; e, cosi di
seguito, fino ad arrivare a calcolare G* (1) in funzione di termini noti.

Oppure, unavoltaricavate le k-1 equazioni come sopra definite, & possibile calcolare

G™ (1) attraverso il metodo di Cramer (Gabriel Cramer, nato a Ginevrail 31.07.1704,
morto a Bagnols-sur Cezeil 4.01.1752).

Con lo stesso metodo & possibile calcolare ancheG*) (%) - infatti, ponendo nella

(B7.3), z= % , ricaviamo:

n+l
Y(n)(l):(_ 1)n'ln! ;:(_ 1)n—ln! 2—n+1:
2 h30 (h +£)n+l h30 (2h+1)
2
=(-J "™ 1n+1 + . n :-+1 1n+1
w1 (2h) wo (2h+1) w12 (D)

1 i 1 1
b1 (h) n+l b1 2n+l (h) n+1

=(-p"i2™nl = (-D" (2™ - 1D)z(n+1)

8) Calcoloesviluppodelintegrales= * &%
PP % ¥1+e? 1+ 7°

Per il calcolo dell’integrale S utilizziamo il 2° teoremaintegrale di Cauchy,

e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedas Fig.1)

Lafunzioneintegranda di S presentainfiniti poli nei punti z, =ip(2k+1),k=0, 1, 2, ...;
inoltre presenta un polo nel punto z=i.

Operando, abbiamo:

v o™ dx v e re%dg _ . lim  z-| e
¥1+e* 1+ %2 01+ 1+(re?)? Z® i(z+i)(z- i) 1+¢€?
. lim z-z, e* e .1 edn .
+ 20 : =p +20 = A(a)+iB(a)

Z® 7, polte’ 1422 T 1+€ wo- L1+[ip(2k +1°

1
sinfp(2k +1)] BCOS(E' )

essendo A(q)=- 2p

cop (kA1 2 gy
2
sin(: - o)
B(q) = 2p codmq(2k+)] p 7 "2 q
cop?(k+D*-1 2 Ly
2
k
Perq=%,abbiamo: A(%):-Zp -1 P 1

k30p2(2k+1)2' 1 ZCOS(;)
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BC) =0

e* dz
¥l+e*l+z
Per il calcolo dell’integrale U utilizziamo il 2° teorema integrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa c, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedas Fig.2)

9) Calcoloesviluppodel’integraleU =

Lafunzioneintegranda di U presentainfiniti poli nei punti z, =ip(2k+1),k=0, 1, 2, ...;

operando, abbiamo:

e e dx v ¥ dx s e"®’  re%idg .

¥ 1+ 1+x  Mel+e*l+x 014 1+ €Y
0l HE)  @lidg . lim z-z, e¥
P1+e @ 1+ (- 1+ &) Z® 7z wol+e” 1+2

1 ei,u(2k+1)
:2[0 _—
wo- L1+ip(2k +1)
Per r ® ¥, eper e® 0, il 3°integrale del 1° membro della (B9.1) e nullo,
edalla(B9.1), ricaviamo:
v % dx .. 1 € . e
X Taw TiTa R
¥1+e" 1+ X wo- 11+ip(2k +1) 1+e

1 [1-ip(2k +D][cospq(2k +1) +isinpg(2k +1)] ‘ip g

ip(2k+1)

- 2p|k30_ 1 1+ p?(2k +1)° 1re
—2p 1sin[pg(2k +1)] - p(2k +1) cos{m(2k +1)] N
ol 1+p%(2k +1)°
. l_
+ 20 1 cogpq(2k +1)]+pz(2k +1)§|n[pq(2k +1)] N ipe—q
k30 ~ 1 1+p (2k+1) 1+e

Perq:%,abbiamo:
1
v e'? dx - 1)~ . 2k +1 . e?
) X =72 (2 ) 7 = 2P ('1)k ,0(2 ) 7t
¥1+e” 1+x woltp(2k +1) 0o 1+p°(2k +1) l+e

10) Calcolo e sviluppo dell’integraleV = e* 1 dz
¥1+e”1+2z1+2°

Per il calcolo dell’integrale V utilizziamo il 2° teoremaintegrale di Cauchy,
e scegliamo la curva semplice e chiusa ¢, come quella del punto 2) dell’ Appendice B,
(vedas Fig.2).

Lafunzioneintegrandadi V presentainfiniti poli nei punti z, =ip(2k +1), k=0, 1, 2, ...;

inoltre presenta un polo nel punto z=i.
Operando, abbiamo:
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e g™ 1 dx v e® 1 dx s e’ 1 re’idg
¥ l+e 1+ x1+x? mel+ef 1+ x1+ X% 01+ 1+ 7€ 1+(re)?

L O it ) 1 &%idg
Pl+e e’ 1+ (- 1+ @) 1+ (- 1+ &7)?

lim z-z, 1 €% + lim z-i e* 1 _
Z® Z wol+e’ 1+z1+7° Z® i(z+i)(z-i)1+e’ 1+z

=20

1 1 eqip(2k+l) eqi l

=20 — + . B10.1
'akso- 11+ip(2k +1) 1- p?(2k +1)? '01+e' 1+i ( )
Passando a limiteper 7 ® ¥,eper e ® 0, il 3° integrale del 1° membro della (B10.1)
enullo, e quindi dalla precedente relazione (B10.1) otteniamo:
x e 1 dx - 2 1-ip(2k+1) cogqp(2k +1)]+isin[pg(2k +1)] N
¥1+eX 1+ x1+ %2 wol+p?(2k +1)? pP(2k+1)?-1
cosq+ising 1-i ip e9 _ ,
+ + = 5(q)+iT(q), dove
1+cosl+isinl 2 2 1+et S(@*T(q), dov
1 in 1
_ . snlm(k+D)]- pk+Ycosm(zk+1)] | p Xy D SnG-A)
S(q) - 2p 4 4 + — 1 ) (8102)
k30 p (2k +1) = 1 4 COS(*)
2
1 +sin 1
_ . cospm(2k+D)]+p(2k +)sinfm(k+1)]  p OXp DFENG -0
T(q) - 210 4 4 - 1 +
k30 p (2k +1) = 1 4 COS(*)
2
1 q
+LE (B10.3)
21+e
Per q:% , dalle due relazioni precedenti ricaviamo:
1 (- D" p 1
S=) =-2 + £ B10.4
(2) pk30p4(2k +D*-1 4 cos(l) ( )
2
_ k
Ty=op CDPEK*) p 1 P (B10.5)
2 woP (2k+D*-1 4

cos(;) 4cosh(;)
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